
Mathematik  für  Ingenieure III 
 
I Funktionen von mehreren reellen Variablen 
 
 
Definition I.1: Funktion )(xfu =  mit Dx∈ nRxfD ⊂= ))(( und Ru∈  heißen 

Funktionen von n Variablen (auch (reelle-) skalarwertige 
Funktionen). Dabei sei )...( 1 nxxX =  mit ( )niRxi ≤≤∈ 1   
Wir schreiben auch  

  n
nn RDxxxxfU ⊂∈= )...(),...( 11  ( Je nach Zusammenhang 

schreibt man auch 
    ),,(),,(),,( zyxfurfuyxfu === ϕ   
Beispiel I.2: Kegelfunktion gegeben durch  
   { }222222 0),(:),(,),( RyxRyxDyxyxyxfu ≤+≤∈=∈+==  
   und Höhenlinien (bzw. Niveau o. Äquvipotentiallinien) 
   { }hyxfDyxh =∈= ),(),(  
 
 
Partielle Ableitungen der Gradienten 
 
Definition I.3:  offenRD n⊂  

RDf →: und ( ) Daa n ∈,...,1 . Existieren die Ableitungen der  
partiellen Funktion 
 ),...,,,,...,,( 1121 niiii aaxaaafx +−�  
an der Stelle ii ax = , so nennt man dies die partielle Ableitung 
von f nach ix  im Punkt ia . 
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Für partielle Ableitungen verwendet man auch die Notation 
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Kann die Reihenfolge der Differenzierung vertauscht werden? 
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   Außerhalb des Punktes (0|0) gelten 
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Definition I.6: Die partielle Ableitung einer Funktion zu einem Vektor 

zusammen gefaßt, bezeichnet man als Gradienten von f an 
 Der Stelle x  
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 f heißt k-mal partiell diffbar. ,wenn alle k-ten Ableitungen 
existieren, sind sämtliche Ableitungen stetig, dann heißt  

 f  k-mal stetig partiell Diffbar. 
 
Definition I.7: Sei 4RD ⊂ offen. Die Menge der k-mal stetig part. diffb. 

Funktionen RDf →: bezeichnen wir jetzt mit ),( RDCk (oder 
kurz kC , wenn D  und R aus dem Zusammenhang klar sind)und 
nennen ),( RDCf k∈ eine kC - Funktion. 

 { :::),( fRDfRDCk →= k-mal stetig part. diffbar. } 
 ),(0 RDC { fRDfRDC →== ::)),(( ist stetig } 
 
Definition I.8: (Satz von Schwarz) 
 Sei Ø nRD =≠ offen . Dann sind für jedes )(DCf m∈ )( Nm∈ die 

part. Ableitung der Ordnung m≤ unabhängig von der Reihenfolge 
der Differentiation. 
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Definition I.9: (Landau-Symbol, klein o) 
 Für RDRgf n →⊂:, und Dx ∈0 , Nk ∈ schreibt man  
  kxxoxgxf )()()( 0−+=  
 falls 
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=
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xgxf  

Bemerkung: O-Symbol ist keine eindeutig festgelegte Funktion. 
 
Die Approximation einer diffb. Funktion einer Variablen RIf →: RI ⊂( offenes  
Intervall) in der Umgebung von Ix ∈0 durch eine lineare Funktion 
 ))(´()()( 000 xxxfxfxg −+=  
wird mit dem O-Symbol geschrieben als 
 )())(´()()( 0000 xxoxxxfxfxf −+−+=  
Für Funktionen von mehreren Variablen gewährt die partielle Differenzierbarkeit 
allein noch nicht die analoge Approximation durch lineare Funktionen. 
 
Definition I.10: Sei nRD ⊂ offen. Eine Funktion RDf →: heißt in Dx ∈0 total 

differenzierbar (oder linear approximierbar, wenn es einen Vektor 
nRa∈ mit 

(i) )()(,)()( 000 xxoxxaxfxf −+>−<+=  
(für x nahe 0x ) gilt 
 

 Anschauliche Deutung: 
  Der „über“ 2RD ⊂ liegende Graph 
  ),( yxfz = wird in der Nähe des  
  Flächenpunktes )),(,,( 0000 yxfyx  

durch die Ebene 
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mit einem Fehler )²()²(),( 00 yyxxoyxR −+−=  
 
Satz i.11:  Ist f in Dx ∈0 total diffb., )()(,)()( 000 xxoxxaxfxf −+>−<+= , 
   Dann gilt: 

a) f ist stetig in 0x  

b) >=<−+
→
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hh
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c) f ist part. diffb. und a eindeutig bestimmt als grada = f . 
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b) Für Punkte der Geraden hvx +0 ergibt (i)(in Def.I10) 
)(,)()( 00 hvovahxfhvxf +><=−+ Division durch h und 

anschließenden Grenzübergang liefert die Behauptung. 



c) Man nimmt iev =  in b) und erhält  
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Im Sinne von Def.I.10 bedeutet  
 gradxfxf <+= )()( 0 )(),( 000 xxoxxxf −+>−  
die lineare Approximation von )(xf nahe bei 0x . 
 
Satz I.12:  Jede 1C - Funktion RDf →: nRD ⊂( offen) ist auf D  total 
diffbar. 
 
Beispiel: In der Umgebung von )1,1( lautet die lineare Approximation der Funktion 

yyxxyxf ++= 234 2),(  
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 Dementsprechend 
   )1(5)1(104 −+−+= yxz  bzw. 11510 =−+ zyx  
 die Gleichung der Tangentialebene der Fläche 
   yyxxz ++= 234 2  
 im Flächenpunkt )4,1,1(  
 
 
Richtungsableitung 
 

 Partielle Ableitungen )(x
x
f
i∂

∂ geben die Änderung der Funktion in 

Richtung der Koordinatenachsen an. 
 Wie sieht es mit anderen Richtungen aus?  
 Betrachten wir den Fall 2=n ! 
 
Man lege jetzt eine zur z-Achse parallele Ebene durch die Gerade 
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Die Schnittläufe des Graphen ),( yxfz = besitzt 
die Darstellung: 
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Mit dem Tangentialvektor: 
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im Kurvenpunkt )),(,,( 0000 yxfyx . 
Die Tangente hat den Anstieg 
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Die motiviert den Begriff Richtungsableitung. Zu jedem Vektor nRv∈ , 1=v , nennen  
wir den Grenzwert 
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(so fern er existiert) die Richtungsabweisung von f  an der Stelle x in Richtung 1v . 
 
Bemerkung: Notation: Anstatt )(xfv∂ verwendet man häufig auch 

Schreibweisen wie 
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v
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Satz i.14: Sei nRD ⊂ offen. Für alle total diffbar. Funktionen RDf →: und 

für jeden Vektor nRv∈ , 1=v , gilt 

   gradxvf =<∂ )( 







⋅

∂
∂>= ∑

=

n

i
i

i

vx
x
fvxf

1
)(),(  

 
Wie sieht es mit dem Änderungsverhalten einer Funktion längs eines im Def.bereich 
verlaufenden Kurve (z.B. Bahn eines bewegten Punktes) aus? 
 
Diese Untersuchung führt zur Kettenregel. 
 
Satz i.16: Für jede 1C - Funktion RDf →: , nRD ⊂ offen, und für jedes 

Kurvenstück [ ] DbaRx →⊃ ,: gilt: 
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Bedeutung des Gradienten 
 



Sei RDRf n →⊃: ein 1C - Funktion. Dann ist der Anstieg im Punkt Dx∈ in Richtung 
eines Vektors 1, =∈ vRv n gegeben durch  

αα cos)(cos)(),()( xfvxfvxfxvf ∇=∇>=∇=<∂  
wobei α der Winkel zwischen den Vektoren )(xf∇ und v ist. 

)(xvf∂ ist am größten, falls 1cos =α d.h. 0=α ist 
 
Also gilt: für 0)( ≠∇ xf  
  Richtung von =∇ )(xf Richtung des stärksten Anstiegs von x f in x . 
 
 
Vektorwertige Funktionen 
 
Betrachten wir Funktionen, die jedem Ortsvektor nRDx ⊂∈  ein 
Vektor nRf ∈)(λ zuordnen. 
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und übertragen alle Begriffe skalarer Funktionen auf vektorwertige Funktionen. 
 
Definition I.19: Sei nn RDRf →⊃: und Dxx ∈21 ,  

i) Grenzwert, partielle Differentiation und Landau-Symbol „o“ 
sind komponentenweise definiert, d.h. 
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( ) ( )00 )()( xxoxfxxoxf k −=⇔−=  ),...,1( mk =  
    

ii) f stetig, part. diffb. oder 1C - Funktion genau dann wenn 
sämtliche Komponentenfunktionen kf von f ),...,1( mk =  
stetig part. diffb. bzw. 1C - Funktion sind. 

 
iii) f heißt in Dx ∈0 total diffb. oder linear approximierbar, 

wenn es ein ( )nn× - Matrix A und eine ε - 
Umgebung )( 0xU ε in D gibt, so daß für alle )( 0xUx ε∈ gilt: 
⊗ ( )000 )()()( xxoxxAxfxf −+−+=                                   
lineare Approximierbarkeit aller Komponentenfunktionen 
folgt aus⊗  , d.h.: 



 
  ( )( )00000 )(),()( xxoxxxfxfxf kkk −+>−∇<+=  
 
 
Man definiert daher die Funktionsmatrix oder Jacobi- Matrix von f in x : 
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Mit Satz I.11 ist A in⊗ eindeutig bestimmt als 
 )( 0xJA f=  
Die lin. App.eigenschaften schreibt man ( )1Cf ∈   
 ))(()()( 000 xxxJxfxf f −+≈  
mit einem Fehler 
 ( )0xxo −  
 
Für nRx∈ , RxfRxwxv m ∈∈ )(,)(),(  und R∈βα , . Es gelten die Ableitungsregeln: 

a) )()()( xJxJxJ wv βαβα βα +=+  
b) )()()()( xJxvhJxfJ fvfv +=  

        ( )Tv xfxvxJxf )()()()( ∇+=  
c) )()()()( xJxwxJxvJ v

T
W

T
wvT +=  

d) )()()()( xJxwxJxvJ vwwv ×−×=×  

 
 
Kettenregel 
  
 Seien 2:,: RGRgRDRf mmn →⊃→⊃ mit GDf ⊂)( , f und g nacheinander 
 ausgeführt ergeben die Komposition ( ).)())((,: 2 xfgxfgRDfg =→ ��  
 
Satz I.20: Sind mn RDRf →⊃: in ,0 Dx ∈ 2: RGRg m →⊃ in Gxf ∈)( 0  

linear approximierbar, dann ist auch die Komposition fg �  linear 
approximierbar und es gilt: 

   ( ))()()( 000 xJxfJxJ fgfg ⋅=
�

 
 
 
Räumliche Skalaren- und Vektorenfelder 
 
Für den Fall 3R betrachten wir spezielle Skalaren- und Vektorenfelder. 
•ein Skalarfeld ordnet jedem Punkt Dx∈ eine Zahl (Skalar) ausR zu. 
•ein Vektorfeld ordnet jedem Punkt Dx∈ einen Vektor 1,)( >∈ mRxv m . 
Man spricht von einem −kC Skalarfeld f oder einem −kC Vektorfeld vaufD  
wenn f bzw. v  −kC Funktionen sind. 



Jede −1C Funktion RDRf →⊃3: ordnen wir das Vektorfeld Gradient zu 

 3: RDf →∇  ,  
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Jeder −2C Funktion f mit dem Laplace-Operator∇ das Skalarfeld f∇  
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Sei 33: RDRv →⊃ ein −1C Vektorfeld dann definieren wir ein Skalarfeld 
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und ein Vektorfeld 

 „Rotation“ 3: RDrot → , rot ( ) =×∇= vxv )(
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Es beschreiben „div v “die Quellendichte und „ rot v “die Wirbeldichte des 
Vektorfeldesv . 
 
Rechenregeln 
 
i) gradrot( 0) =f  
ii) rotdiv( 0) =v  
iii) graddiv( ff ∇=)  
iv) gradvfdiv =<⋅ )( divfvf ⋅+>, v  
v) gradvfrot =⋅ )( rotfvf ⋅+× v  
vi) rotrot( divgradv () = vv ∇−)  
            (Komponentenweise auswerten)  
Man bezeichnet ein Vektorfeldvals ein Gradientenfeld, wenn es ein Skalarfeld f auf 
G gibt so daß 
  gradxv =)( )(xf  )( Gx∈  
Die Funktion )(: xfU −= nennt man das Potential des Vektorfeldes v , und man sagt 
vbesitzt ein Potential. 
 
Satz I.22 Sei vein −1C Vektorfeld auf der offenen Menge nRD ⊆ . Dann 

kann vhöchstens ein Potential besitzen, wenn seine Ableitungen 

symmetrisch sind, d.h.  
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Beweis: Im Falle gradv = f ist nämlich 
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Die Taylor-Formel: 
Zur Erinnerung die Taylor-Formel im Eindimensionalen 
 
Satz I.23 RI ⊂ offen )(1 ICf k+∈  
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  mit dem Lagrange-Restglied 
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Verallgemeinern wir die Taylor-Formel aus Satz I.23 auf −+1kC Funktionen 

RIRf n →⊃:  in 1>n  Veränderlichen. 
Betrachten wir für Dx∈  und nRv∈  die Funktion )(:)( tvxfth +=  )10( ≤≤ t  
Dies setzt voraus  ,daß die ganze x und vx + verbindende Strecke in I liegt. 
Der Einfachheit wegen setzen wir voraus, daß D konvex ist, d.h. 

i) D  offen 
ii) DxytxDyx ∈−+⇒∈ )(,  )10( ≤≤ t  

Die Taylor-Formel für )(th ausgewertet für 0=t lautet: 
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Die Ableitung )()( th l bzw. )0()(lh lassen sich mit der Kettenregel bestimmen. Dazu 
verwenden wir den Diverentialoperator 
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Satz I.24:  (Taylor-Formel für n-Variablen) 

Sei nRD ⊂ ein konvexes Gebiet, ),(1 RDCf k+∈ , Dx∈ . Dann gilt 
mit Dvx ∈+ die Approximationsformel 
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!2

1)()()( 1
2 vxRxf

k
xfxfxfvxf k

k
vvv ++∂++∂+∂+=+  



mit dem Restglied )(
)!1(

1:),( 1
1 vxf

k
vxR k

vk ξ+∂
+

= +
+  ( )1,0∈ξ  

 
Bemerkung: Mit Hilfe von Satz I.24 läßt sich eine Funktion )(xf ( )nRx∈  in der 

Umgebung eines festen Punkts Dx ∈0 durch ein Polynom (sog. 
Taylor-Plynom) approximieren. 

   )(
!

1...)(
!2

1)()(:)( 00
2

00 xf
k

xfxfxfxp k
vvv ∂++∂+∂+=  

  Für den Fehler gilt ( )2
0001 ),()()( xxoxxxRxpxf k −=−=− +  

 
 
Für eine −2C Funktion heißt die nach dem Satz von Schwarz symmetrische Matrix 
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die Hesse-Matrix im Punkt x . 
 
Da >∇=<∂ vxfxfv ),()( und >=<=∂ vxHvvxHvxf ff

T
v )(,)()(2  

Ergibt sich die Taylor-Formel für einige spezielle 2,1,0=k  in ⊗ einsetze 0xx =  dann 

0xxv −=  
Korollar I.25: Spezialfälle der Taylor-Formel 

a) >−∇<+= 0

~

0 ),()()( xxxfxfxf (Mittelwertsatz) mit 

)( 0

~
xxxx −+= λ  [ ]( )1,0∈λ  

b) )()()(
2
1),()()( 0

~

0000 xxxHxxxxxfxfxf f
T −⋅⋅−+>−∇<+= mit 

)( 0

~
xxxx −+= λ  [ ]( )1,0∈λ  

c) ( )2
00

~

0000 )()()(
2
1),()()( xxoxxxHxxxxxfxfxf f

T −+−⋅⋅−+>−∇<+=

 
Implizite Funktionen 
 
Bisher hatten Funktionen RDRg →⊃: die wir 
Mit den Methoden der Differentialrechnung 
Untersucht haben, die explizite Form )(xgy = . 
Ist der Zusammenhang zwischen x und y  je- 
doch eine Gleichung 0),( =yxf  implizit ge- 
geben, so ist y i.allg. nicht eindeutig festgelegt. 
 
 
 
 

 
 
 
K 
  0),( =yxf  
 
 
 
      I 

  Y 
 
 
 
      x 



Definition I.25: Sei RDRf →⊃2: . Man nennt, die durch 0),( =yxf auf RI ⊂  
erklärte Funktion RKIg ⊂→: eine implizite Funktion, wenn es 
zu jedem Ix∈ genau ein Iy∈ gibt mit Dyx ∈),( und 0),( =yxf . 
Dieses y wird mit )(xg bezeichnet. 

 
Beispiel: Durch 01),( 233 =−+++= xxyeyxf y  )( 2RD = ist genau eine 

implizite Funktion RRxg →:)( erklärt, da zu jedem Rx∈  
323 1 xxye y +−=+ genau ein )(xgy = existiert. Durch formale 

Umrechnung kann die Gleichung 
   01233 =−+++ xxye y  
  nicht nach y aufgelöst werden. 
 
Satz I.26: (über implizite Funktionen) 
  Sei 2RD ⊂ offen und RDf →: stetig diffbar. Ist nun ⊂),( 00 yx D  

ein Punkt der Niveaumenge 0),( 00 =yxf mit 0),( 00 ≠yxf y ,dann 
gibt es ein Intervall RI ⊂ , RK ⊂ mit Mittelpunkten 00 , yx so daß 
gilt: 
i) { } DRyIxyxR ⊃∈∈= ,),(: und 0),( 00 ≠yxf y  für 

alle Ryx ∈,  
ii) Durch 0),( 00 =yxf ist auf I eindeutig eine diffbare. 

implizite Funktion KIg →: erklärt mit der Ableitungen: 
( )
( )

( )
( )yxf
yxf

xgxf
xgxf

xg
y

x

y

x

,
,

)(,
)(,

)´( −=−=  für alle Ix∈  

 
Beweis: OBdA ist )0,0(),( 00 =yx und 0)0,0( >yf  
 ad i) Da yf stetig ist nach Voraussetzung, gilt 0),( >yxf y in einer 
  ganzen Umgebung )0,0(εU 0>ε  
 ad ii) Betrachten wir nun f auf Rechtecken 

{ } )0,0(,),( εββαα Uyxyx ⊂≤≤−≤≤−  
  Da die Funktion ),0( yfy→ mit 0)0,0( =f streng 

monoton wachsend ist, gilt 0),0( <−βf  und 
0),0( >βf für eine hinreichend kleines Intervall 
αα ≤≤− x . Diese α und β definieren ),(: αα−=I , 

),(: ββ−=K . Für ein Ix∈ ist ),( yxf streng 
monoton wachsend und deshalb gibt es genau ein 

Ky∈ mit 0),( =yxf . Dieses eindeutig bestimmte y  
zu Ix∈ mit 0),( =yxf bezeichnen wir mit )(xg . 

  Für jede Folge ( )nx aus I mit xxn ⇒ gilt gxg ⇒)( . 
  Somit ist g stetig. 
Sei )()(),(, xgxxgyxgyIx −+==∈ δδ . Für hinreichend kleines xδ gilt nach 
dem Mittelwertsatz: 

yfxfyxfyyxxf yx δηξδηξδδ ),(),(),(),( +=−++ mit ),( xxx δξ +∈ , ),( yyy δη +∈  

  y 
 
     β  
 
     -α    α     x 
 
 
 
  β−  



Nun folgt aus  
( ) ( ) 0(,)(, =+∂+= xxgxxfxgxf δ  

und der Stetigkeit der partiellen Ableitung 

          ( )
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( )
),(

,
,
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yxf
yxf

f
f

x
y

y

x

y

x −→−=
ηξ
ηξ

δ
δ  ( )ox→δ  

 
Bemerkung: Höhere Ableitungen von )(xg erhält man mit der Kettenregel 

 ( ) ( ) ( ) 0)´()(,)(,0)(,
´´.

=⋅+⇒= xgxgxfxgxfxgxf yx

xnachAbl
 

 ( )
( ))(,

)(,
)´(

xgxf
xgxf

xg
y

x−=⇒  

 ( ) ( ) ( ) )´()(,)´()(,)(,
´´.

xgxgxfxgxgxfxgxf yyxyxx

xnachAbl
⋅+⋅+⇒  

            ( ) ( ) 0)´´()(,))´(()(, 2 =⋅+⋅+ xgxgxfxgxgxf yyy  

 ( )2´)(´21)´´( gfgff
f

xg yyxyyy
y

++−=⇒  

Bemerkung: Satz über implizite Funktionen läßt sich auf beliebige 
 −1C Funktionen RDRf n →⊃: verallgemeinern. Siehe Literatur! 
 

Beispiel: 01),(
!

233 =−+++= xxyeyxf y  

 Es gilt: 2

2

3
23

),(
),(

)´(
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xx

yxf
yxfxg y
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x
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+−=−=  

 Für 01 =x und
3
2

2 −=x gilt 0)´( =xg  

 ( ) ...
3

26´2´)´´( 2 +
+
+=++−=
ye

xgff
f
g

f
f

xg yyyxy
yy

xx  
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Lokale Extrema 
 
Sei RDRf n →⊃: . Ein Punkt Dx ∈0 heißt lokale Maximalstelle (bzw. 
Minimalstelle) von f , wenn es eine Umgebung )( 0xU ε gibt, so daß gilt für alle 

)( 0xUx ε∈ gilt 
 )()( 0xfxf ≤   (bzw. )()( 0xfxf ≥ ) 
Gelten diese Gleichungen für alle Dx∈ , so bezeichnet man diese Stellen als 
globale Maximal – bzw. Minimalstellen! 
 
Wie bestimmt man solche Extremstellen? 
Man unterscheidet zwei Charakterisierungsmengen, je nachdem ob diese 
Extremstellen im  

• inneren 
• auf dem Rand vonD liegen 
 
 



Satz I.28: „lokale Extremstellen im inneren“ 
 Sei nRx ∈0 und ( ))( 0

1 xUCf ε∈   ( )0>ε  
 Dann gilt: 0x lokale Extremstelle von f   
   )( 0xf∇⇒  
Beweis: Nach der Vorlesung besitzt Funktion 
 )(:)( 0 ie

txfth += in 0=t eine lokale Extremstelle. 
 ( ie kanonischer Einheitsvektor) 
 Somit gilt: 

  )()(0 0xx
fth
i∂

∂==
⋅

 

 
Man bezeichnet 0x einen Stationären Punkt, wenn 0)( 0 =∇ xf gilt. 
Mit Satz I.28 wissen wir nun, daß wir die lokalen Extremstellen von f in D  unter den 
Stationären Punkten zu suchen haben. Ist ein stationärer Punkt keine Extremstelle, 
so spricht man von einem Sattelpunkt. 
Ähnlich wie im eindimensionalen Fall charakterisierten wir die stationären Punkte in 
dem wir die „zweite Ableitung“ verwendeten. 
 
Satz I.29: Sei nRD ⊃ offen, Dx ∈0 ein stationärer Punkt von ),(2 RDCf ∈  

und ( ) nn
yxf RxfxH
ii

×∈= )()( 00 die Hesse-Matrix von f in 0x  
 Dann gilt: 

i) )( 0xH f pos. def. 0x⇒ ist eine lokale Minimalstelle 
ii) )( 0xH f neg. def. 0x⇒ ist eine lokale Maximalstelle 
iii) )( 0xH f indefinit 0x⇒ ist ein Sattelpunkt 

 
Beweis: Für jedes 0x in einer −ε Umgebung von 0x gilt , mit 

 ))(()(
2
1)(),()()( 00000 xxxHxxxxxfxfxf f

T −−+>−∇<+= ∗  

 und 0)( 0 =∇ xf  

  ))(()(
2
1)()( 000 xxxHxxxfxf f

T −−=− ∗  ⊗  

 mit einem ∗x  zwischen x und 0x . 
 Da )(xH f stetig ist, ändern sich auch in einer ganzen Umgebung 
von 0x die Vorzeichen der Eigenwerte von )(xH f nicht. 
In dieser Umgebung ist die rechte Seite von ⊗ stets positiv (i), 
stets negativ (ii) oder sowohl positiv als auch negativ (iii). Somit 
 )()( 0xfxf > (i) oder 

)()( 0xfxf < (ii)oder weder i) noch ii) 
 
Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen 
 

Beispiel:        ),( 00 yxf    
!

2
0

2
0 )()(),( =−+−= yyxxyxf Minimiere 

  NB: 0),( =− cyxh   ( )RC∈  



Wir untersuchen nun Extremwertaufgaben 

 
!

1 ),...,( =nxxf Extr. 
Bei der die Menge der zulässigen Punkte ),...,( 1 nxxx = durch eine oder mehrere 
Nebenbedingungen der Form  
 0),...,(,...,0),...,( 111 == nkn xxgxxg  
eingeschränkt ist. 
Betrachten wir nun 1=k . Sei { }0)(: =∈= xgRxE n . Nun bezeichnet Ex ∈0 eine 
Maximalstelle (Minimalstelle) von f unter der NB 0)( =xg , wenn es eine Umgebung 

)( 0xU ε gibt, so daß ( ))()()()( 00 xfxfxfxf ≥≤ für alle ExUx ∩∈ )( 0ε gilt. Die 
Aufgabenstellung schreiben wir kurz: 

 .)(
!
Extrxf =  0)(: =xgNB  (maximiere )(xf , NB 0)( =xg ) 

 
1 Methode: (expliziete Methode, funktioniert nur eingeschränkt) 
 Man löst 0)( =xg nach einer Variablen auf, z.B. ),...,( 1 nn xxhx =  

 Und setzt diese in f ein, d.h. man eliminiert diese Variable aus f .  
Man erhält somit eine Extremwertaufgabe ohne 
Nebenbedingung: 

  .)),...,(,,...,(
!

1111 Extrxxhxxf nn =−−  
 
 
2 Methode: (Parametrisierung der Nebenbedingung) 
 Sei nm RDRg →⊃:  )( mn ≤ mit 0)8 =xg , d.h. es gibt n NB. 
 Man bestimme nun zu g eine Parametrisierung 
  ( ))(),...,(1 ZxZxf n  nRGZ ⊂∈  
 der Fläche 0)( =xg und löst für 
  ))(),...,(()( 1 zxzxfzF m=  
 das gewöhnliche EW-Problem 
 
Beispiel:  Man suche das Extremum von zxyzxzyxf 432 43),,( ++= auf der 

Fläche der Einheitskugel 3Rs∈  

   .),,(
!
Extrzyxf =  NB 01:),,( 222 =−++= zyxzyxg  

 Man wähle Kugelkoordinaten 
   ϕψ cossin⋅= rx  
   ϕψ sinsin⋅= ry  
   ψcos⋅= rz  
 Die Oberfläche der Einheitskugel hat dann die Parametrisierung: 
   ( ) )[ πϕπψ 2,0;,0;1 =∈=r  
 ( ) =),,(),,,(),,,( ψϕψϕψϕ rzryrxf  
  

 ψϕψϕψψϕψ cossinsincossin4coscossin3 22423222 rrr ++  

 ...cossin3),,1( 22
~

+= ϕψψϕf  
 
 



 
3 Methode: (Lagrange-Methode) 
 Wir setzen voraus, daß f und g −1C Funktionen sein und daß 

der Gradient g∇ nicht verschwindet in der gesuchten Extremstelle 

Ex ∈0 . Da der 0≠∇g gilt, nehmen wir oBdA 0)( 0 ≠
∂
∂ x
x
g

n

. Nach 

dem Satz für implizite Funktionen ist die NB 0)( =xg lokal 
um 0x nach nx aufgelöst, d.h. es existiert die 
Funktion ).,...,( 11 −= nn xxhx Da wir 0x als Extremstelle angenommen 
haben gilt nun 
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 Anwenden der Kettenregel und Ableitung einer implizierten 

Funktion liefert 
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           R∈= λ  

   0: =∇−∇∈∃⇒ gfR λλ  
 
Mit obiger Schlußfolgerung haben wir den folgenden Satz gefunden 
 
Satz I.30: Für jede Extremstelle 0x des Problems 

 .),,(
!
Extrzyxf = , NB 0)( =xg  

 mit −1C Funktionen f und g  und 0)( 0 ≠∇ xg gilt, daß eine Zahlλ  
existiert, R∈λ , so daß 

   0)()( 000 =∇+∇ xgxf λ  
 gilt. 
 
Bemerkung: Unter der Voraussetzung 1, Cfg ∈ und 0)( 0 ≠∇ xg lassen sich mit 

Satz I.30 mögliche Extremstellen finden. 
 
 
 



 
Kochrezept I.31: (Anwenden von Lagrange-Multiplikatoren) 
 1.Schritt: Man definiert eine Hilfsfunktion 

),...,(),...,(),,...,( 111 nnn xxgxxfxxL λλ +=  
 2.Schritt: Man löst das i.allg. nicht lineare Gleichungssystem 
  0),,...,( 1 =∇ λnxxL  
 3.Schritt: (schwierig) 
  Man stelle fest, welche gefundenen Punkte mit 

0=∇L  wirklich Extremstellen sind. Das ist i.allg. 
recht schwierig und aufwendig. Häufig genügt ein 
direkter Vergleich der Funktionswerte. 

 
Beispiel: Man maximiert das Volumen eines Quaders mit achsenparallelen 

 Kanten innerhalb eines Ellipsoiden 12
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a
x . D.h. man 

 untersucht das Problem maximiere zyxzyxV 222),,( ⋅⋅= unter der 
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 Lagrange-Multiplikatoren: 

 Man setzt 







−+++= 18:),,...,( 2

2

2

2

2

2

1 c
z

b
y

a
xxyzxxL n λλ und bekommt 

  





























−++

+

+

+

=∇

1

28

28

28

2

2

2

2

2

2

2

2

2

c
z

b
y

a
x

c
xxy

b
xxz

a
xyz

L λ

λ

λ

 

 Man löst 0=∇L  
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 Da wir 0=λ ausschließen können, gilt: 

 2

2

2

2

2

2

a
x

c
z

b
y == und es ergibt ich die Extremstelle aus 
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II Integration (1D) 
 
Problem: Auf RI ⊂ sie f gegeben, von der wir wissen, daß sie Ableitung einer 

FunktionF ist, d.h. fF =´ auf I . 
  Gesucht ist .F  
 
Könnten wir auf irgend eine Weise eine Stammfunktion 0F zu f auf I gewinnen so gibt 
es ein RC∈ mit CFF =− 0 . Könnten wir zusätzlich noch einen Wert vonF an einer 
beliebigen Stelle Ix ∈0 angeben, so muß )()( 000 xFxFC −= und somit 

))()(()()( 0000 xFxFxFxF −+= gelten. Zwei wesentliche Fragestellungen warten nun 
auf uns: 

i) Wie kann man eine FunktionF aus ihrer als bekannt angenommenen 
Ableitung wieder gewinnen? 

ii) Wie kann man einer gegebenen Funktion ansehen, ob sie einen 
Stammfunktion besitzt? 

 
Unbestimmte Integrale 
 
Ist F auf RI ⊂ eine Stammfunktion zu f , d.h. )()´( xfxF = )( Ix∈ so bezeichnen wir 
F als eine Stammfunktion von ,f bzw. unbestimmtes Integral von f auf I . Eine 
Funktion f unbestimmt über das Intervall I zu integrieren, bedeutet einfach, irgend 
eine Stammfunktion von f auf I zu berechnen. 
 
Schreibweise: 
 ∫= dxxfxF )()( auf I  ( ∫= fdxF auf )I  
 
Bemerkung: ∫ stilisiertes∑  
 
Bemerkung: Das Symbol dxxf∫ )( bezeichnet irgend eine Stammfunktion von f , d.h. 

es gilt auch für RC∈ ∫ += cxFdxxf )()( auf I  
 
Bemerkung: Aus ∫ = )()( xFdxxf und ∫ = )()( xGdxxf folgt nicht )()( xGxF = auf I  
 
Die bestimmte Integration ist die Umkehrung der Differentiation, d.h. für Ix∈ gilt: 

 ∫ = )()( xfdxxf
dx
d und cxfdxxf

dx
d +=∫ )()(  ⊗  

vorausgesetzt es existiert eine Stammfunktion dxxf∫ )( und f ist diffbar.  
Eine Beziehung 
 ∫ = )()( xFdxxf  auf I  
kann somit immer durch Differentiation überprüft werden. Mit⊗ erkennt man daß jede  
Differentiationsformel sofort eine Integrationsformel liefert. 
z.B.: 

∫ ∫ ==⇒= cxcdxdxxCcxC )´()´( auf R )( Rc∈  
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∫ αα
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α xdxxxx falls N∈α )0,(−∞ und ),0( ∞  

( ) xdx
xx

x ln11ln ´ =⇒= ∫  auf )0,(−∞ und ),0( ∞  

xx edxe∫ =  aufR  

∫ ∫ =−= xxdxxxdx sincos,cossin        aufR  

∫ ∫ == xxdxxxdx sinhcosh,coshsinh       aufR  

∫ =
+

xdx
x

arctan
1
1

2       aufR  

 
 
Rechenregeln für unbestimmte Integration 
 
Wir treffen die folgende Verabredung 
I. Die folgenden Formeln gelten für alle Intervalle I auf denen die rechten Seiten 

existieren. 
II. Treten Ableitungen auf, so wird deren Existenz stillschweigend vorausgesetzt. 
III. F bezeichnet durchgehen eine Stammfunktion zu f . 
 
Dann gelten: 
 dxfdxfdxff nnnn ∫∫∫ ++=++ αααα ...... 1111  

 ∫ ∫−= dxFgFgfgdx ´  

 ( ) GFdxggf �� =∫ ´   ( )∫ = ))(()´())(( xgFdxxgxgf  
      ( )⊗⊗  
Zwei Spezialfalle der letzten Regeln sind: 

 ∫ +=+ )(1)( baxF
a

dxbaxf  

 )(ln
)(
)´( xgdx
xg
xg =∫  

 
 
Substitutionsregel II.1: 

 
Sein IIgRIf =→ )(,: 0 mit 0)( ≠xg )( oIx∈ und ´)( ggf � besitze auf 0I eine 
StammfunktionΦ . Dann existiert eine Umkehrung 1−g von g auf I und 

( ))()( 1 xgxF −Φ= ist dort eine Stammfunktion von f , kurz 
  
 ( )[ ]

)(1
)´()()(

xgt
dttgtgfdxxf

−=∫ ∫=  

Daher sei 
   

[ ] ( ))(:)( )( xt xt ψϕϕ ψ ==  
 
Bew. folgt  1.Seite 



Regeln: Man setze ∫ dxxf )( einfach )´();( tgdxtgx == und werte das 

entstehende Integral ( ) dttgtgf )´()(∫ aus und im Ergebnis ersetzt 

man t durch ).(1 tg −  
 

Beispiel II.2:  ∫ x
dx
sin

   Die Substitution tx arctan= liefert ttg arctan2)( =  

mit dt
t

dx 21
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∫ ∫  auf )0,( π− und ),0( π  

 

Beispiel II.3:  ∫ =−=+=⇒+ dtdxtxxtdxx
3
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3
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1 tdtt  

   Also ist 

   )13sin(
3
1)sin(

3
1)13cos(

13

+=




=+∫
+=

xtdxx
xt

 

 

Beispiel II.4:  dxffdx
x
x

∫∫ ⋅=
+

´
1
arctan ^

2  

   ,arctan
2
1

1
arctan 2

^

2 xdx
x
x =

+∫ da ( )∫ ∫∫ =⇒−= 22 FFfdxFfdxFFfFdx  

 
 
Die Partialbruchzerlegung 
 
Für die Integration einer echten gebrochenen rationalen Funktion ist deren Zerlegung 
in Partialbrüche sehr wichtig. 

Gehen wir aus von einen rationalen Funktion
)(
)()(
xq
xpxf = . Die Polynome haben 

keinen gemeinsamen Polynomfaktor. Des weiteren gelte grad gradxp <)( )(xq . 
 
 
Kochrezept zu Berechnung einer Partialbruchzerlegung 
 
1.Schritt: Bestimmen der Produktdarstellung von )(xq . 

mn l
m

lk
n

k xqxqxxxxaxq )(...)()(...)()( 1
11 ⋅⋅⋅−⋅⋅−= mit paarweise  

verschiedenen Nullstellen nxx ,...,1 und den Vielfachheiten nkk ,...,1  



und verschiedenen quadratischen Polynomen )(xai , die in R keine 
Nullstellen besitzen, mit Potenzen il ).1( mi ≤≤  

 
2.Schritt: Partialbruchansatz 

Zu jedem Linearfaktor )( ixx − von )(xq der Vielfachheit ik und zu jedem 
quadratischem Faktor )(xqi der Vielfachheit il wählt man nun als Ansatz 
Funktion der Form 

  
i

i

k
i

ki

i

i

i

i

xx
A

xx
A

xx
A

)(
,...,

)(
,
)(

,
2

2,1,

−−−
 

i
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l
i

liliiiii

xq
CB

xq
CB

xq
CB

)(
,...,

)(
,

)(
,,

2
2

2,2,

1

1,1, +++
 

Diese Funktionen werden als Partialbrüche von 
)(
)(
xq
xp bezeichnet. Ziel ist 

es nun 
)(
)(
xq
xp als Summe solcher Partialbrüche darzustellen 

 
3.Schritt: Koeffizientenbestimmung 

  3
3

2
21

3

2

)3()3()3()3(
1

−
+

−
+

−
=

−
−

x
A

x
A

x
A

x
x :Multiplikation mit dem Nenner )(xq  

  32
2

1
2 )3()3(1 AxAxAx +−+−=−⇒  

      )93()6( 1
8
32

6
21

2

1
1 AAAAAxxA ++−++−+=

===
 

   Koeffizienten vergleichen 
   Einsetzen bestimmter WerteX −  

    
08241
18390

83

21

21

3

=+−⇒=
−=+−⇒=

=⇒=

AAx
AAx

Ax
 

Das Bestimmen der Koeffizienten kann sowohl durch Einsetzen als 
auch durch Gleichsetzungsmethoden geschehen. Dazu multipliziert 
man zuerst die Ansatzgleichung mit )(xq . Daraus ergeben sich die 
Bestimmungsgleichungen für srsrji CBA ,,, ,,  

 
 
Beispiel: Betrachten wir exemplarisch  
    

)1()1(
3)( 2

2

+−
+=
xx

xxf  

   
Ansatzgleichung: 

   
2

1,22,1
2

1,1
2

21,2
2

2,11,1
2

2

)1()1()1()1(3

)1()1(
)1()1()1()1()1(

3

−++++−=+⇒

+−⋅
+

+
−

+
−

=
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+

xAxAxxAx

xx
x
A

x
A

x
A

xx
x

 

   
:1−=x  1,244 A=   :1=x 2,124 A=    :0=x 123 1,1 ++−= A  

     1,21 A=        2,12 A=    01,1 =⇒ A  
 



Integration einer rationalen Funktion R(x) 
 
!.Schritt: Mittels Partialbruchzerlegung wird )(xR dargestellt in der Form: 

   
)(
)()()(
xg
xpxgxf −=  

mit den ganzen Polynom )(xg und Polynomen )(xp und )(xq die keinen 
gemeinsamen Polynomanteil besitzen. 

 

2.Schritt: Man bestimmt die Partialbruchzerlegung von .
)(
)(
xq
xp  

Dabei verwendet man die folgende Formel 

 ∫ −=
−

)ln(
)(

ax
ax

dx  

 ∫ −−−
=

− 1)(
1

1
1

)( kk axkax
dx     )1( >k  

Im weiteren setzen wir 042 <− qp voraus 

 ∫ −

+

−
=

++ 222
4
2arctan

4
2

pq
px

pqqpxx
dx  

 ∫∫ ++







 −+++=
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+
qpxx

dxapbqpxxadx
qpxx

bax
2

2
2 2
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∫

∫
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∫∫ ++







 −+
++−

−=
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+
− kkk qpxx

dxapb
qpxxk

adx
qpxx

bax
)(2))(1(2)( 2122

 
 
Integration von ( )axeR  
 
Es bezeichnetR eine rationale Funktion. In einem Integral der Form ( )dxeR ax

∫ führt die 

Substitution ,axet = d.h.
at
dtdxt

a
x == ,ln1 auf 

 
axet

ax

at
dttRdxeR

=





= ∫∫ )()(  

 

Beispiel: 
x

x

et

et

xx t
dt

t
t

t

dt
ee
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=

=

− 






+
=



















⋅






 +
=

+ ∫∫∫ 211
 

   
[ ] x

et et x arctanarctan −= =  
 



 
Mit ),( yxR soll im Folgenden ein rationaler Ausdruck in x und y sind, d.h. ),( yxR  
entstehen aus yx, und Koeffizienten allein durch Multiplikation, Substitution, Addition 
und Division.  
 
 
Integration von )cos,(sin xxR  
 
Man substituiert 

 tx arctan2=  )
2

tan( xt = , dt
t

dx 21
2
+

=  

und es gilt 

 2
2 1

2

2
tan1

2
tan2

sin
t
t

x

x

x
+

=
+

= , 2

2

2

2

1
1

2
tan1

2
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cos
t
t

x

x

x
+
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+

−
=    )( ππ <<− x  

 

Beispiel: 

2
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2
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1
1ln

1
2

1
1
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2
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2
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2

x

x

t
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t

x
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+
=
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

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−
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
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Integration von )0(),,( 2 ≠++ acbxaxxR  
 

Man substituiert mit ,1, dudxxu
α

βα =+= so daß man eine Normalform der Form 

 ( ) dxuuRdxuuRdxuuR )1,(,)1,(,1, 222 −−+ ∫∫ ∫  
Die Substitution tutu cosh,sinh == bzw. tu sin= führt auf eine der Bekannten und 
schon behandelten Typen. 

Beispiel: ( ) ( )∫∫ −+++







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α
ββα

β
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sinh
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=
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 [ ] ( ) == +=∫
2
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Integration von 0,, ≠−






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−
+ βγαδ
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βα

k
x
xxR  

 

Substitution   ,k
x
xt

δγ
βα

−
+= d.h. 

  ,k
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t
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−
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Bsp.: 
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x

=
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
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Das Riemannsche Integral 
 
Betrachten wir folgende Situation: F sei diffb. auf [ ]ba, und ´: Ff = sei ebenso bekannt 
wie der Anfangswert )(aF kann man F(b) bestimmen. 
Nach dem Mittelwertsatz gilt 

))(()()( abfaFbF −+= η  ),( ba∈η  



Aber wie groß ist .η  Wenn sich f nicht sehr ändert, gilt zumindest für bel. ),( ba∈ξ  
 ))(()()( abFaFbF −+= ξ  
Verfeinerung: Teilpunkte bxxxa n =<<<= ...10 sind eine beliebige Zerlegung Z des 
Intervalls [ ]baI .:= . Diese Zerlegung berechnen wir mit { } [ ]nkkn xxIxx ,:,,..., 10 −= soll 

−k te Teilintervall von Z mit Länge 1: −−= kkk xxI sein, und k

n

x
tZ

1
max

=
= das 

Feinheitsmaß. 
 
 
 
Man beachte  
 )()( aFbF =

 )(
1
∑
=

−=
n

k
kxF

Nach dem Mittelw
 k xFxF ()( −
Somit 

 ⊗   = FbF )(

Betrachten wir nun
 { )(

0 ,jj xxZ =

und zu jedem iZ e
 ( 2

)(
11 .: j ξξξ =

und setzen  

 =jjZS :),( ξ

Wie in ⊗ gibt es fü

)()(
1

n

k
faFbF

j

+= ∑
=

 lim)(
j

aF
∞→

+=

Sei f im Folgende

δ<− yx stets (xf

zugehörigem Zwis

−− ZSaFbF ,()()(

Zu einer beliebige

0jj > stets δ<jZ

Riemannfolgen ko
 
 

bxn =
                              kI  
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)( 1−kxF   (Summierung der Teilstücke) 

ertsatz gilt nun für geeignete kk I
�

∈η  

kkk If )()1 η=−  

∑
=

+
n

k
kk Ifa

1
)()( η  

 eine Folge von Zerlegungen 
})()(

1 ,..., j
n

j
j

x mit 0→jZ  
inen Zwischenvektor 

))()( ,..., j
j

j ξ mit ( ))()(
1

)( , j
k

j
k

j
k xx −∈ξ  

∑
=

jn

k

j
k

j
k If

1

)()( )(ξ   (Riemann-Summe) 

r jedes j einen Zwischenvektor jη mit 

),()()( )()(
jj

j
k

j
k ZSaFF ηη +=  

),( jjZS η  

n stetig auf [ ]baI .= , dann ist f glm. stetig. Es gilt Iyx ∈∀ , mit 

.:)() 1 ab
yf

−
=<− εε  für jede Zerlegung Z mit δ<Z und 

chenvektorξ gilt dann 

( ) ∑∑
==

=≤−=
n

k
k

n

k
kkk ZIff

1
1

1
)()() εεξηξ  

n Riemannfolge ),( jZS ξ  und obigem δ gibt es ein 0j , so daß für 

und dann auch εξ <−− ),()()( jjZSaFbF ausfällt, d.h. für beliebige 
nvergiert ),( jjZS ξ (gegen )()( aFbF − ). 



Definition: Die Funktion [ ] Rbaf →,: heißt Riemann-integrierbar auf [ ]ba, , wenn 
jede Riemannfolgen ),( jjZS ξ gegen einen Grenzwert konvergiert. Diesen 

gemeinsamen Grenzwert bezeichnet man mit dem Symbol ∫
b

a

dxxf )( und nennt ihn das 

Riemannintegral von f über [ ].,ba  
 
 
Erster Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 
 
BesitztF auf dem Intervall [ ]ba, eine stetige, aber auch R-integrierbare Ableitung, so 
ist 

  ∫+=
b

a

dxxFaFbF )`()()(    )(bF mittels 

und somit  )()()`( aFbFdxxF
b

a

−=∫  )( b
aF=   Grenzwertprozess 

(fallsF bekannt ist, ist ∫
b

a

dxxF )´( einfach zu berechnen) 

 

Bsp.: Die Funktion    

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x
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Für eine beliebige ZerlegungZ von [ ]1,1− mit δ≤Z gilt 

 ∫
−

⇒≤−
1

1

)(1),/ dxxfZS δξ  

ist R-integrierbar. 
 
Frage Existiert eine Stammfunktion? 
Gesucht F mit )()´( xfxF =   [ ] { }01,1−=x  
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+
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β
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1
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−
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Satz: Jede auf [ ].,ba stetige Funktion ist dort auch R-integrierbar. 
 
 
Ungleichung für Riemann-Integrale 

[ ]
)(sup)()(

,
xfabfabdxxf

bax

b
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 1 
 
 
 
δ       1 



Beweis: oBdA sei .ba <  Für jede Riemann-Summe gilt 
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1 abfIfxxf
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k
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k
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∞
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∞
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Zweiter Hauptsatz der Differential und Integralrechnung 
 
Jedes Cf ∈ [ ]ba, besitzt eine Stammfunktion auf [ ].,ba , z.B. die Funktion 

 ∫=
x

a

dttfxF )()(  )( bxa ≤≤  

Bisher haben wir zu allen Funktionen das Integral in einer geschlossenen Form 
darstellen können, aber nicht zu allen Funktionen muß sich die aus elementaren 
Funktionen darstellen lassen. In den Fällen liefert das Integral  

 ∫=
x

a

dttfxF )()(  

neue Funktionen. 
 

a) Integralsinuns ∫=
x

dt
t
txSi

0

sin)(    )0( ∞≤≤ x  

  Man beachte  1sinlim
0

=
→ t

t
t

 

 

b) Dilogarithmus ∫ −
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x

dt
t
txDi

1 1
log)(    )0( ∞≤≤ x  

 

c) Fehlerfunktion ∫
−=Φ

x
t dtex

0

22)(
π

   )0( ∞≤≤ x  

 
d) Elliptische Integrale und deren Umkehrfunktion 

∫ −
=

x

tk
dtkxF

0
22 sin1

),(    )0( ∞≤≤ x  

dttkkxE
x

∫ −=
0

22 sin1),(  

 
Vorschläge und Ideen zur Berechnung obiger Funktionen 
 
° Für einige Spezielle x lassen sich obige Funktionen analytisch bestimmen, z.B. 

6
)0(

2π=Di  

° Reihenentwicklung nach endliche vielen Termen abbrechen, z.B. 
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Vorsicht! Konvergenzradius der Reihenentwicklung beachten; 
Vertauschen der Beiden Grenzprozesse  
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=
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i
in

n

i
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Quadraturverfahren 
 
z.B. summierte Mittelpunktsformel 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∫
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Sei F
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lle Integration (Produktintegral) 

stetig und g stetig diffbar auf ),( ba . 
eine Stammfunktion zu f auf ),( ba . Dann gilt: 
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Substitutionsregel: Es gelten 

i) f stetig in ),( ba und g stetig diffb. auf ),( ba  
ii) Es ist ( ) ),(),( babag ⊂ und bgag == )(,)( βα  

Dann gilt die Substitutionsregel 

( ) ( )∫∫∫
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b
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b
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Handhabung von R-Integralen 
 
Es bezeichne [ ]baR , die Menge der R-integrierbaren Funktionen über dem 
Intervall [ ]ba, . 
 
Satz: Mit [ ]baRgf ,, ∈ gilt auch [ ]baRgf ,∈+ und jedes Vielfache [ ]baRcf ,∈ )( Rc∈ . 
 Weiter gilt 

  ∫∫∫ +=+
b

a

b

a

b

a

gdxfdxgdxf    bzw. 

  ∫∫ =
b

a

b

a
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a

b

b

a

fdxfdx  

 
Satz: Seien [ ]baRgf ,, ∈ mit .gf ≥ Dann gilt 

 ∫∫ ≥
b

a

b

a

gdxfdx  

 Insbesondere gilt für :0≥f   0≥∫
b

a

fdx  

 
Satz: Ein auf [ ]ba, R-integrierbare Funktion ist dort notwendig beschränkt. 
 
Beschäftigen wir uns nun mit der Frage, wie man einer Funktion ansehen kann, ob 
sie eine Stammfunktion besitzt bzw. R-integrierbar ist. 
Wir liefern im Folgenden hinreichend Integrabilitätskriterien.  
 
Satz: Jede auf [ ]ba, stetige Funktion ist dort auch R-integrierbar, d.h. [ ] [ ]baRbaC ,. ⊂ . 
 



Darbouxsche Integrale 
 
f sei beschränkt auf [ ]ba, , Z irgend eine Zerlegung von [ ]ba, mit den Teilintervallen 

[ ]kkk xxI ,1−= . 
Mit 
 )(inf: xfm

kIx
k ∈
=   )(sup: xfM

kIx
k

∈
=  

bilde man die Unter- und Obersumme 

 ∑
=

=
n

k
kk ImZfU

1
:),(  , ∑

=
=

n

k
kk IMZfO

1
:),(  

 
Offenbar gilt stets   ),(),( ZfOZfU ≤  
 

         O ),(
^

ZfO=  

         U ),(
^

ZfU=  
 
 
 
 
 
 
 
[ ]baB , sei die Menge der Funktionen mit beschränkter Variation 

z.B. [ ]baBx ,∉α für 0<α  
Satz: [ ]baBf ,∈ ist genau dann Darboux-integrierbar, wenn es zu jedem 0<ε eine 

ZerlegungZ mit 
   ε<− )()( ZUZO  
 gibt. 
 
z.B. Offensichtlich gilt [ ]1,1−∈ Bf und für jede 

Zerlegung bei der O das Ende eines 
Teilintervalls ist, gilt 0)()( =− ZUZO ε< für 
alle 0>ε  

 
 
 
 
Satz: Genau die Funktionen aus [ ]baR . sind Darboux-integrierbar. 
 
Bem.: D-Integrierbarekeit ist eine Darstellung der R-Integrierbarkeit. 
 
Satz: Jede auf [ ]ba, monotone Funktion ist auf [ ]ba, R-integrierbar. 
 
Def.: Eine Menge RM ⊂ heißt Nullmenge, wenn es zu jedem 0<ε höchstens 

abzählbar viele abgeschlossene Intervalle ,..., 21 II gibt, die M überdecken und 
deren Längensumme∑ ≤ εkI gilt. 
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    M  

etrachte zu jedem M∈ξ das Teilintervall 




 +−∈
24

,
24

εξεξξ (nAnzahl der Elemente 

nM ). Dann gilt
n

I k
ε

= und somit ∑ ≤ εkI . 

ebesguesche Integrabilitätskriterium 

ie Funktion f ist genau dann auf [ ]ba, R-integrierbar, wenn sie dort beschränkt und 
ast überall stetig ist, d.h. die Menge der Unstetigkeitsstellen ist eine Nullmenge.  

atz: ∫
b

a

fdx existiert immer dann, wenn f auf [ ]ba, beschrankt und dort an höchstens 

abzählbar vielen Stellen unstetig ist. 

atz: Unterscheidet sich f und [ ]baRg ,∈ nur an endlich vielen Stellen des Intervalls 

[ ]ba, , so gehört auch f zu [ ]baR , und es gilt ∫∫ =
b

a

b

a

gdxfdx  

em.: Beim Integrieren kommt es nicht auf endlich viele Funktionswerte nicht an! 

atz: Die Funktion [ ]baRf ,∈ ist auf jedem Teilintervall von [ ]ba, integrierbar. Sind 
321 ,aaa irgendwelche Punkte in [ ]ba, , so gilt die Gleichung 

  ∫∫ ∫ +=
2

31

3

1

a

a

b

a

a

a

fdxfdxfdx  

em.: Setze ⇒= 13 aa ∫∫ ∫ ∫ =⇒+=
1

1

2

1

1

1

2

1

0
a

a

a

a

a

a

a

a

fdxfdxfdxfdx  

atz: Mit [ ]bagf ,, ∈ liegen auch die folgenden Funktionen in [ ]baR , : 
( )( ) ( ) ( ) gfgfgfffxfff ⋅⋅⋅= −++ .min,max,,)0(,0max)(,  

ilt 0)( >≥αxg auf [ ]ba, . Dann gehört auch [ ]baRgf ,∈  

ieso genügt nicht ,0)( >xg z.B.




=
17

)(
x

xg
0,
0,

=
≠
x
x

 [ ] [ ]1,0,1,01 RgR ∈∈  



Mittelwertsatz der Integralrechnung 
 
Ist f [ ]ba, R-integrierbar, so gibt es eine wohlbestimmte Zahl ff supinf ≤≤ µ mit 

)( abfdx
b

a

−=∫ µ . 

Für stetiges f ist )(ξµ f= mit ( )bs,∈ξ . 
 
Integrale der Form 

∫
∞

−

0

dxe x [ ] 11limlimlimlim 0

0
0

=+−=+−=−== −

∞→

−−

∞→

−

∞→

−

∞→ ∫
t

t

t

t

tx

t

t
x

t
eeeedxe  

uneigentliches Integral 
 
 
Integrale über unbeschränkte Intervalle 
 

Ist die Funktion f für jedes af > auf [ ]ta, R-integrierbar und strebt ∫ →
t

a

Ifdx für ∞→t so 

Sagt man, das uneigentliches Integral ∫
+∞

a

fdx konvergiert oder existiert und habe den 

Wert I , kurz es sei ∫ ∫
∞

∞→
=

a

t

a
t

fdxfdx lim:  

 
Ein nicht konvergentes uneigentliches Integral wird als divergent bezeichnet. 
 

Bsp. a) ,1
0

=∫
∞

− dxe x da [ ] 110
0

→−=−= −−−
∫

ttx
t

x eedxe  

b) 








−
−
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−

−
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t

t
dxx

t

ln
1
1

1

1

1
αα

α

α   
1,

1,

=

≠

α

α
 

 
  für ∞→t folgt 

  ∫
∞

−

1

dxx α konvergiert genau dann, wenn 1>α gilt. 

 
 
 
 
Cauchy´sches Konvergenzkriterium 
 

Das Integral ∫
∞

0

fdx konvergiert genau dann, wenn folgende Cauchybedingung erfüllt 

ist. Zu jedem 0>ε gibt es eine Stelle so, daß für 0sst >> stets ε<∫
t

s

fdx erfüllt ist. 



Bsp.: 






 ∞=∫
∞

usIntegral
Sidx

x
x

sin0

)(sin ist konvergent. ts <<0 gilt 

∫∫ −−




−=
t

s

t

s

t

s

dx
x

x
x
xdx

x
x )1)(cos(cossin

2 und somit 

 
sstst

dx
xst

dx
x
x t

s

t 21111111sin
2

0

=+−+=++≤ ∫∫  

 mit dxffdx ∫∫ ≤  

 Dies bleibt für alle
ε
2:0 => ss gewiß kleiner alsε . 

Es gilt ferner 

   ∫
∞

=
0 2
sin πdx
x
x  

 
 
verschiedene Konvergenzkriterien 
 
Satz: Es sei .0≥f  

 ∫ ∫
∞

<>∀>∃⇔
a

t

a

kfdxatkfdx :0  

 

Satz: Ein absolut konvergentes Integral ∫
∞

0

fdx ist erst recht konvergent und es gilt: 

   ∫∫
∞∞

≤
aa

dxffdx  

 

Majorantenkriterium: Ist gf < auf [ ]∞.0 und konvergiert ∫
∞

a

gdx , so ist ∫
∞

a

fdx  

konvergent. 
 

Minorantenkriterium: Ist fh ≤≤0  auf [ ]∞.0 und divergiert ∫
∞

a

hdx , so muß auch 

∫
∞

a

fdx divergieren.  

 

Grenzwertkriterium: Sind f und g positiv auf )[ ∞,1 und strebt
)(
)(
xg
xf für ∞�x  

gegen einen positiven Wert, so haben die Integrale ∫
∞

a

fdx  

und ∫
∞

a

gdx das selbe Konvergenzverhalten. 



 Strebt 01 →
g

so kann man aus der Konvergenz von ∫
∞

a

gdx  

auf die des Integrals schließen. 
 
 
Integrale von unbeschränkten Funktionen 
 
Ist f in )[ ∞,1 unbeschränkt, strebt aber 

 Ifdx
t

a

→∫ für −→ bt  

so sagt man das uneigentliche Integral konvergiert bzw. existiert und habe den 
Wert I . Kurz 

 ∫∫ −→
=

t

a
bt

b

a

fdxfdx lim  

 

Bsp.: 
21

1

0
2

π=
−∫ x
dx da ∫ =→=

−

t

t
x

dx

0
2 2

1arcsinarcsin
1

π  

 ∫
−

1

1 x
dx existiert nicht, da z.B. das Integral ∫

1

0 x
dx  

 
 
Cauchy-Hauptwert 
 
Betrachtet man beispielsweise das Integral 

 ∫ −

b

a cx
1   ( ))bca <<  

so mag man sich eine Verallgemeinerung des Integralbegriffs wünschen, da zwar 

nicht ∫∫
∈+

∈→

−

∈→ −
+

−

b

c

c

a

dx
cx

dx
cx

1lim1lim
00

ε

existiert, jedoch 









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− ∫∫
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b

c
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a
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cx ε

ε 11lim
0
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Dies bezeichnet man als Cauchy-Hauptwert oder part finite. Allgemein bezeichnet für 
eine Funktion f mit einer Unstetigkeitsstelle ( )bac ,∈  

 p.f. 









+= ∫∫∫
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c

c
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ε

ε
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den Cauchy-Hauptwert. 
 
Bsp.: )( bca <<  

 p.f. =
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Bem.: Für den Hauptwert eines Integrals über ein beschränktes oder unbeschränktes 
Gebiet gilt folgendes: 

 Existiert das uneigentliche Integral, so existiert auch sein Hauptwert und beide 
sind gleich. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht. 

 
Einschub: Ein zum Cauchy´schen Hauptwert äquivalentes gibt es auch bei 

Integralen über unbeschränkte Intervalle. Hier berechnet man 

   ∫
−

→

δ

δ
δ

,)(lim
0

dxxf  

 falls er existiert, als Hauptwert des Integrals und bezeichnet ihn mit  

   p.f. ∫
∞

∞−

.)( dxxf  

 
Bsp. zu Bem.: unbeschränktes Intervall 

   Da für den Integranden )()( xfxf −=− gilt, ist 0
1 2 =
+∫

−

dx
x
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δ

 

   und daher dx
x
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x
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   Es gilt 
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   Also ist p.f. dx
x
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x
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δ
δ 22 1
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δ

δ
δ

=
+∫

−
∞→

dx
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Konvergenz-Test 
 
Da die Aussagen über die Konvergenz bzw. Divergenz eines Integrals bei der 
Funktion αx recht eindeutig sind, wird sie gerne als Testfunktion verwendet. 
 
Vergleichskriterium 
 Seien f stetig auf )[ ∞,a , g auf [ ]ba, und Rba ∈,  

 Dann gilt ∫
∞

⇒−<∞≤≤≤
a

dxxfaxakxxf )(1,,)( α konvergiert 

 ∫⇒<<−≤<≤
b

dxxgbxokxxg
0

)(01,.)( αα konvergiert 

 

Bsp.: ∫
∞

0

sin dx
x
x Da 1sinlim

0
=

→ x
x

x
ist der Integrand bei 0=x durch1 

 zu ersetzen.  



Da ∫∫∫ +=
cc

dxxfdxxfdxxf
1

1

00

)()()( gilt, braucht nur das zweite Integral untersucht 

werden. 

Partielle Integration: ∫∫ 








−
+−=

∞→
→−−

ccc

dx
x

xx
x

dx
x
x

c

0
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1coscos1sin

�����

 

Für ∫
c

dx
x
x

1
2

cos liefert das Vergleichskriterium 

 2
222

1coscos −≤≤≤ x
xx

x
x
x  1, ≥x  

Also konvergiert ∫
∞

0

sin dx
x
x , was wir schon mittels Cauchy´schen 

Konvergenzkriterium gezeigt haben. 
 
 
Motivation und Definition des Riemann-Stieltjessche-Integrals 
 
Das Riemann-Stieltjessche-Integral ist eine Verallgemeinerung des Riemannschen 
Integrals. Betrachten wir die folgenden Motivation. 
Die Punkte nxx ,...,1 der x-Achse seien mit den Massen nmm ,...,1 belegt. Dann nennt 
man 

 
n

nn
s mmm

xmxm
x

+++
++

=
...

...

21

11  

den Schwerpunkt des Massensystems. 
 
Formulieren wir nun den Schwerpunkt nun in einer anderen Weise. Dazu definieren 
wir eine Belegungsfunktion )(xm auf dem kompakten Intervall [ ]ba, so: 

)(am sei0 und )(bm bedeute die im Intervall [ ]ba, vorhandene Masse. Für die diskrete 

Belegung der x-Achse mit Masse ∑
−

=

=
1

1
)(

k

i
imxm mit [ ]kk xxx ,1−∈ und ∑

=
=

n

i
imbm

1
)(  

Es bezeichne ( )nξξξ ,...,1= einen Zwischenvektor zu der Zerlegung Z , d.h. 
( )jjj xx ,1−∈ξ   nj ,...1=  

Aufgrund der obigen Betrachtung liefert 

 ( )∑
=

−−=
n

k
kkk xmxm

m
x

1
1

~
)()(1 ξ  

 
Läßt man das SystemΣ um die y-Achse rotieren, so wird man bei dem Versuch das 
Trägheitsmoment von Σ zu bestimmen auf Zerlegungssummen der Form 

 ( )∑
=

−−
n

k
kkk xmxm

1
1

2 )()(ξ  

und deren Grenzwert geführt 
 
Diese Beispiel gibt Anlaß zu den folgenden Definitionen 
 



Definition: Es sei [ ] Rbaf ⇒,:,α  
Ist { }nxxZ ,...,0= eine Zerlegung von [ ]ba, und ( )nξξξ ,...,1= ein 
zugehöriger Zwischenvektor, so heißt  

  ( )∑
=

−−=
n

k
kkk xxfZfS

1
1 )()()(),,( ααξξα  

eine Riemann-Stieltjessche-Summe. 
Ist )( jZ eine Zerlegungsfolge, so bezeichnet man die Folge der Summe 

),,( ξα ZfS als die RS-Folge.  
 
Strebt eine RS-Folge gegen einen und damit gegen ein und den selben Grenzwert, 
so sagt man, f sei auf [ ]ba, bzgl. α RS-integrierbar. Den gemeinsamen Grenzwert 
aller RS-Folgen bezeichnet man mit 

 ∫∫∫
b

a

b

a

b

a

fdxfdxdxf ααα ),(),()(  

und nennt ihn das RS-Integral von f über[ ]ba, bzgl. Des Integratorα  
 
Satz: Mit f und g liegt auch die Summe gf + und jedes Vielfache cf in [ ]baR , . 
 Ferner ist f auch bzgl. αc integrierbar und es gilt 
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∫∫
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=

=

+=+
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a
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gdfddgf
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ααα
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Ist f bzgl.α und bzgl. β integrierbar, so ist f auch bzgl. βα + integrierbar und es 
gilt 

  ∫ ∫∫ +=+
b

a

b

a

b

a

fdfdfd βαβα )(  

 
Satz: Liegt f in [ ]baR ,α , so liegt umgekehrtα in [ ]baR f , und es gilt 

 [ ]∫∫ =+
b

a

b
a

b

a

fdffd ααα  

 
 
Wir treffen folgende Vereinbarung 
 

∫ =
b

a

fd 0α und ∫∫ −=
b

a

a

b

fdfd αα :  

Satz: ist [ ]baRf ,α∈ und sind [ ]baaaa ,,, 321 ∈ so gilt 

 ∫∫∫ +=
2

3

3

1

2

1

a

a

a

a

a

a

fdfdfd ααα  

 



Bem.:  Wenn f bzgl. α auf [ ]ba, und auf [ ]cb, RS-integrierbar ist, braucht  

  ∫
c

a

fdα nicht zu existieren! 
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*
+∈ ii xxξ  
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Definition: Die Funktion g heißt von beschränkter Variation auf [ ]ba, , wenn es eine 

Konstante 0>M gibt, so daß für jede Zerlegung { }nxxZ ,...,0= stets 

   MxgxgZgV
n

k
kk ≤−=∑

=
−

1
1 )()(:),(  

 bleibt. In diesem Fall wird die reelle Zahl ),(sup:)( tgVgV b
a = die totale 

Variation von g genannt. 
 

Die Menge aller Funktion auf [ ]ba, mit beschränkter Variation bezeichnet 
man kurz mit [ ]baB ,/ . 

 
 
Fundamentalsatz für RS-Integrale 
 
Ist die Funktion [ ]baBf ,∈ bzgl. [ ]baB ,/∈α auf [ ]ba, RS-integrierbar, so gilt 

 )(αα b
a

b

a

Vffd ⋅≤
∞∫  

 
Satz: Sind die Funktion f und die Ableitung ´α vonα R-integrierbar auf [ ]ba, , 

so ist ∫
b

a

fdα vorhanden und ∫=
b

a

dxf ´α  

 
Satz: Seiα Treppenfunktion auf [ ]ba, , die genau an den Stellen ncc ,...,1 Sprünge der  

Größe nαα ,...,1 bezeichnen. Dann ist für jedes [ ]baCf ,∈ stets 
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k
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III Theorie ebener Kurven 
 
Kurven ≅ krumme oder gerade Linien z.B. Bahn bewegter Körper, Konturen ebener 
Körper, Kanten räumlicher Gebilde oder Idealisierung für die dünnen Stangen, Seile. 
 
 
Wege, Kurven, Bogenlänge 
 
Betrachten wir zuerst Kurven in der Ebene. 
 
Beispiel III.1:  Ein Kreis von Radius 0>r um den UrsprungO kann durch 

   
try
trx

sin
cos

=
=

   )20( π≤≤ t   ⊗  

 
 
    
   beschrieben werden. Man bezeichnet ⊗ als Parameterdarstellung 

des Urkreises und t als zugehörigen Parameter. 
Die Gleichungen ⊗ werden zuerst in einer Vektorgleichung 

 )(tx γ=
−

mit 







=

− y
x

x und 







=
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)(
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1

t
t

t
γ
γ

γ  )( bta ≤≤  

geschrieben. Die durch bestimmte Mengen von Punkten
−
x  heißt 

ebene Kurve [ ] 2, Rba →γ nennt man einen Weg. 
 

Bemerkung III.2: Sein 

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

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
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2
*
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)(,
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t
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rt
t
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rt γγ . Dann bezeichnen die 

Parametrisierungen 
 )(tyx = ),20( π≤≤ t  )(tyx = ),40( π≤≤ t )(* tyx = )20( π≤≤ t  

die gleiche Kurve aber parametrisieren verschiedene Wege. 
 
Beispiel III.3: Archimedische Spirale 
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Bemerkung: Man erkennt, daß es unmöglich  
 ist die Spirale durch einen Funktionengraph zu beschreiben. Es 

gibt also Kurven, die nicht als Funktionengraph aufgefaßt werden 
können. Umgekehrt kann ein Funktionengraph recht leicht 
parametrisiert werden, 

  
)(tfy

tx
=
=

 [ ]bat ,∈  

 
  t

    r  

    v
        u  
   aπ3  
                    aπ2  aπ6  



Definition III.4: i) Eine stetige Abbildung [ ] nRba →,:γ heißt Weg im .nR  
ii) Der Wertebereich [ ]( )ba,γ des Wegesγ  wird eine Kurve 

genannt. Die Kurve ist also der Menge der Punkte 
),(tx γ= [ ]bat ,∈ . Diese Gleichung ist eine 

Parameterdarstellung mit den zugehörigen Parameter t . 
iii) Eine Kurve wird häufig als Bogen bezeichnet. 

 
Beispiel: Schraubenlinie im 3R  

  
















=
rtc
tr
tr

ty sin
cos

)(  [ ]bat ,∈  0>c  

 
   rRadius 
   ch π2= (Ganghöhe der 
   Schraubenlinie) 

)(ay   )(by           
            
            
            
            
            
                    
Doppelpunkt       )(ay )(by=       )(ay  )(by           )(ay )(by=  
eines Weges     geschlossener Weg     Jordankurve     geschlossene  
           Jordankurve 
 
Zusammengesetzte Wege und Kurven 
 
Es sei[ ]ba, in m Teilintervalle [ ]10 , tt , [ ]21, tt ,..., [ ]nn tt ,1− ),( 1 btat n == zerlegt. Darauf seien 
im Wege [ ] n

iii Rtt →− ,1γ ),...,1( mi = erklärt welche die Stetigkeitsbedingung 
 )()( 1 iiii tt += γγ   für alle 1,...,1 −= mi  
erfüllt. Durch 
 )(:)( tt iii γγ = für [ ]ii ttt ,1−∈ ),...,1( mi =  
ist damit der Weg auf ganz [ ]ba, definiert, den man die Summe der Teilfolgen nennt 
und durch 
 mγγγγ ⊕⊕⊕= ...21  
symbolisiert. 
 
 
 
 
 
 
Bemerkung III.8: Oft treten zusammenhängende Kurven in der Form von 

Streckenzüge auf, welche in der Ebene als Polynomzüge 
bezeichnet.  

 

 

 
)( 1tγ   )( 3tγ    )( 5tγ                            1x            1x           1x    1k  

2k     3k     4k                      1x  
    )( 2tγ    )( 4tγ                                      1x          1x  



Glatte und stückweise glatte Kurven 
 
Definition III.9: i) Ein Weg [ ] nRba →,:γ heißt stetig diffbar, wenn die 

    Ableitungsfunktion
•
γ auf [ ]ba, existiert und da stetig ist. 

    )(aγ )(bγ= so wird zusätzlich )(a
•
γ )(b

•
= γ verlangt. 

ii) Ein Weg heißt glatt wenn er stetig diffbar. ist und seine 

Ableitung )(t
•
γ in keinem Punkt [ ]baf ,∈ verschwindet. Die 

vonγ erzeugte Kurve wird ebenfalls als glatt bezeichnet. 
 
 
Bogenlänge 
 
Es sei [ ] nRba →,:γ ein bel. Weg und { }mttZ ,...,0= eine Zerlegung von [ ]ba, . Durch die 
Bildpunkte )(),...,(),( 21 mttt γγγ denken wir und einen Streckenzug. 
Die Summe 

 ∑
=

− −=
m

i
t ttZL

0
11 )()()( γγγ  

nennen wir die Länge des Streckenzuges 
 
 
Definition III.12: i) Die Bogenlänge eines Weges [ ] nRba →,:γ ist def. Durch 
     )(sup γγ Z

Z
LL =  

ii) Ein Weg heißt rekifizierbar oder auch streckbar, wenn 
∞<)(γL gilt. 

iii) Man bezeichnet )(γL auch die Bogenlänge der Kurve. 
 
 
Bsp.: a) Adventsstern 
 ∆0S  1S  2S  
 Aus jeder Strecke iS wird in 1+iS die folgende Strecke 
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b)     Weg: 







=

2

1

γ
γ

γ  mit ttx == )(1γ  
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γγ
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=
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Der Weg ist nicht rekifizierbar  
Für die Zerlegung mit den Punkten 

 
k

tk
1=  ),...,2,1( mk = , 0=mt  

gilt 

 
k

k
k

t
k

k
)1(cos1)(2

−== πγ  )1,...,1( −= mk  

Da ,...),(),( 2212 tt γγ abwechselnde Vorzeichen haben, ist die Bogenlänge zu den 

Teilstücken )(tγ mit [ ]kk ztt ,1+∈ sicherlich größer als .1)(2 k
tk =γ  Also folgt  

,1)(
1

1
∞→≥∑

−

=

m

k
Z k
L γ d.h. γ ist nicht rektivizierbar. 

 
 

Definition III.10: )(t
•
γ heißt der Tangenten (bzgl. γ )in t . Aus ihm wird der 
Tangenteneinheitsvektor gebildet 

    
)(

)()(
t

ttT
•

•

=
γ

γ
γ  

 
Bem.: Wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind, schreibt man auch )(tT . 
 
 
 
 
 

 

 



Satz: (Additivität der Bogenlänge) 
 Es sei 
  mγγγγ ⊕⊕⊕= ...21  
 γ ist genau dann rektifizierbar, wenn alle Teillängen mγγ ,...,1 rektifizierbar sind. 
 Für die Bogenlänge gilt dann 
  )(...)()()( 21 mLLLL γγγγ +++=  
 
Bew.: Es genügt den Fall 21 γγγ ⊕= zu beweisen. Der Rest folgt durch vollständige 

Induktion. Es sei [ ] nRba →,:γ zerlegt in 21,γγ mit [ ] nRca →,:1γ und 
[ ] nRbc →,:2γ . Eine ZerlegungZ von [ ]ba, erzeugt durch Hinzunahme eines 

PunktescZerlegungen 21,ZZ von [ ]ca, und [ ].,bc  
 Damit folgt 

   
⊗+≤⇒

+≤+≤

)()()(

)()()()()(

21

2121 21

γγγ

γγγγγ

LLL

LLLLL ZZZ
 

 Umgekehrt liefern Zerlegungen 21,ZZ  von [ ]ca, und [ ]bc, auch eine ZerlegungZ  
von [ ]ba, .Daraus folgt: 

   
( )⊗⊗≤+⇒

≤+⇒≤+

)()()(

)()()()()()(

21

2121 21

γγγ

γγγγγγ

LLL
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 Aus⊗ und ( )⊗⊗ folgt die Behauptung. 
 
Satz: Jede stückweise stetig diffb. Weg [ ] nRba →,:γ ist rektivizierbar und es gilt 

   dttL
b

a
∫

•
= )()( γγ  

 
Bsp.: Ist durch )(xfy = eine stetig diffb. reelle Funktion auf [ ]ba, , so erhält man über 

die Parameterdarstellung )(, tfytx == die Länge des Graphen mittels 

   dttfL
b

a
∫ += 22 ))´((1  

Bew.: (Beweis der Rektifizierung siehe Literatur)  
 Es sei { }mxxZ ,...,0= eine Zerlegung von [ ]ba, mit bxax m == ,0 . Ferner 

sei T
n ),...,( 1 γγγ = . Mit [ ]ikk xxI ,: 1−= folgt mit dem Mittelwertsatz der 

Differentialrechnung 

   ( )∑ ∑
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k
ikikZ xxL
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1
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



= ξξξ

)()1(
,...,  

 )(γZL läßt sich als Riemann-Summe auffassen. Für jede Folge )( iZ mit 0→iZ , 
wobei iZ die Feinheit der Zerlegung iZ ist, liefert dies 



   ∫
•

→
=
b

a
ZZ

dttL
i

)()(lim
0

γγ  

 Nun gilt 
   )(sup)( γγ Z

Z
LL =  

 Es sei nun 0Z eine Zerlegung mit εγγ ≤− )()(
0Z

LL , dann wählen wir eine 

Verfeinerung 1Z von 0Z mit .δ≤nZ  
 Man beachte 

   εγγγεγγ
εεε

3)()()()()()(
11

≤−+−+−≤−
≤≤

��������� ��� �������

LLLLLILI ZZZZ  

 Aus der Beliebigkeit von 0>ε folgt die Konvergenz und somit die Behauptung. 
 
 

Für eine ebene stückweise diffb. Kurve mit 







=

)(
)(

)(
2

1

t
t

t
γ
γ

γ [ ]bat ,∈ und )(: 1 tx
••

= γ  und 

)(: 2 ty
••

= γ schreibt man das Bogenlängenintegral auch 
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a
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++=

222
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Bsp.: Die Schraubenlinie dargestellt 

 
ctz

try
trx

=
=
=
sin
cos

 hat für die [ ]St ,0∈ Länge 
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+=+=++= ∫∫γ           

 
Bogenlänge eines Funktionengraphen 
 

[ ] ,,: nRbaf → f sei stetig diffb. 
Parameterdarstellung tx =  
    )(tfy =  [ ]bat ,∈  
Die Länge des Graphens ergibt sich mittels 

 ∫ +=
b

a

dttfaL 2)´(     ⊗  

 
Bsp.: (Kettenlinie) 
 
 
 
 
 
 
 Durchhängende Seile werden durch eine −cosh Funktion dargestellt und zwar 
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xxchxf  0>c  

 Ihre Länge des Graphen zwischen ax = und bx = ist nach⊗  

  dx
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Flächeninhalte von Flächen mit gegebenen Randkurven 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bekanntlich gilt 

 ∫=
1

0

)(
x

x

dxxfA  

Stellen wir uns vor, daß der Funktionsgraph von f durch eine stückweise glatte 
Parametrisierung )(1 xy γ= )(2 tx γ= gegeben ist. Dann gilt nach Substitution 

 ( ) ∫∫
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1
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Daraus wird klar:  Ist die Kurve eine geschlossene Jordankurve, die ihr Inneres im 
Uhrzeigersinn durchläuft so ergibt das Integral 

∫
•

=
1

0

)()(
t

t

dttxtyA des Flächeninhaltes des eingeschlossenen 

Gebiets. 
 

   Man sieht sofort, daß 

   ∫∫
••

==
1

0

1

0

)()()()(
t

t

t

t

dttytxdttxtyA  

   gilt. 
 
Bsp.: (Kiesfläche) Parametrisierung trx cos⋅= , try sin⋅= , [ ]π2,0∈t  
 Somit ergibt sich 
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Bsp.: (Ellipse) tax cos= ,   tby sin−= ,  [ ]π2,0∈t  

 ∫ ∫ ===
π π

π
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2sinsin abtdtabtabA  

 
 
Definition III.11: Es sei γ ein stückweise glatter Weg mit [ ] nRba →,:γ und 

[ ] [ ]badc ,,: →ϕ eine stkw. glatte Parametrisierungsformat. Damit 
ist auch 

  ,ϕγδ �= also ( ) ( ))(τϕγτδ =  
 ein stkw. glatter Weg. Wir nennen in diesem Fall γ undϕ  

äquvivalent. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
    b  ϕ  
 
    a 
 
 
 
   c         d 
 
    )()( cb δγ =
 
 
 
  )()( ca δγ =  



Satz III.12: Zwei äquvivalente Wegeγ undϕ erzeugen die gleiche Kurve, 
haben die selben Anfangs- und Endpunkte und haben die selbe 
Bogenlänge. istγ geschlossen oder doppelpunktfrei so gilt das 
auch jeweils fürϕ . Des weiteren stimmer auch die Tangenten- 
Einheitsvektoren in den entsprechenden Punkten überein, d.h. 
es gilt mit ϕγδ �=   

    ( ) ( )tTT γδ τ = , wobei ( )τϕ=t ist. 
 
Nochmals Flächeninhalte zu vorgegebenen Randkurven 
 
Es sei )(ϕfr = gegeben, wobei f stetig auf [ ]10ϕϕ ist. 
Dann ist der Flächeninhalt eines WinkelsektorsOBC  
(wie skizziert) gleich 

 ⊗ ∫=
1

0

2)(
2
1 ϕ

ϕ

ϕϕ drA  

für den schraffierten Flächeninhalt A∆ gilt 

 ϕϕ ∆≤∆≤∆
22

1 2
2 m

m
rAr  

und somit gilt
22

22
Mm rAr

≤
∆
∆≤
ϕ

 

Mit der Flächeninhaltsfunktion ( )ϕFAn = , die den Inhalt des SektorsOBP beschreibt 
folgt aus den Ungleichungen 0→∆ϕ  

 ( ) 2

2
1´ rF

d
dA == ϕ
ϕ

 

Der Hauptsatz der Diff.-und Integralrechnung liefert gerade die Behauptung⊗ . 
 
Achtung bei der Ellipse! 
 Bei der Darstellung⊗ sind wir ausgegangen von einer Parametrisierung 

   
ϕϕ
ϕϕ

sin)(
cos)(

ry
rx

=
=

  [ ]10 ,ϕϕϕ ∈  

 Diese Darstellung ist jedoch nicht äqvivalent zu 

   ϕ
ϕ

sin
cos
by
ax

=
=

 

 bei der Ellipse. 
 
 
Kurvenintegrale 
 
Betrachten wir den anschaulichen Fall 3=n . Die Kurve  
Besitzt in )(tγ den skalaren Funktionswert ( ))(tf γ . Zur  
Berechnung des Integrals ∫

γ

fdt wird die Kurve durch die Zer- 

legung des Parameterintervalls { }bxxxaxz mm === − ,,...,, 110  
in Bögen über [ ]iii xxI ,: 1−= )1( mi <≤  
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der Länge ∫
−

••
==∆

i

i

x

x
iii IdttS

1

)()( ξγγ   ( )ii I∈ξ zerlegt. 

Mit 

 ( ) ( ) iiii IfSf )()()( 1 ξγξγξγ
•

=∆  

wird das Integral über dem −i ten Teilintervall approximiert, d.h. das Intervall durch 

 ( ) ii

m

i
i IffZS )()(),(

1
ξγξγ

•

=
∑= . 

Diese Riemann-Summe konvergiert mit ∞→m und 

 0→iI gegen ( ) dtttf
b

a
∫

•
)()( γγ  

Damit haben wir folgende Definition motiviert. 
 
Definition III.13: nRD ⊂ offen, [ ] Dba →,:γ und RDf →: stetig 

   Dann heißt ( ) dtttffds
b

a
∫∫

•
= )()( γγγ das Kurvenintegral 

von f längsγ . 
 
 
Kochrezept 
 
Zur Berechnung von fdsI ∫= γ in nR  
1) Parametrisiere die Kurve mit 

( ))(),...,(),()( 21 tttt nγγγγ = ,   bta ≤≤  
 
2) Bogenelement bestimmen mittels Differentation 
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22

2

2

1 )(...)()()( 






++






+






==
••••
γγγγ  

 
3) Einsetzen: )(tγ in den Integranten ( ))(tf γ  

   dttds )(
•

= γ , Integrationsgrenzen. 

 
4)      Ausrechnen des bestimmten Integrals 

( )∫
•

=
b

a

dtttfI )()( γγ  

 
 
 
Bsp.: Es ist die Masse ∫= dsM ρ einer Feder mit Massendichte 22),,( yxzyx +=ρ zu 

berechnen. 

 
1−ix       iξ  

       ix                 



 Dabei ist die Kurve gegeben durch
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Satz: Es seiγ ein zusammengesetzter Weg, d.h. 
 mγγγγ ⊕⊕⊕= ...21  
 
 
Ferner gelten die Voraussetzungen des letzten Satzes. 
Dann gilt: ∫∫∫∫ +++= fdsfdsfdsfds

mγγγγ ...
21

 
 
 
Integration eines Vektorfeldes entlang einer Kurve 
 
Ist { }bxxxaxZ m === ,...,,, 210 des Parameterintervalls, 
so gibt es auf Verbindungsstrecke )( 1−kxγ und )( kxγ   
einen Punkt kη mit 
 ( ) ( ) ( ))()()´()()( 11 −− −=− kkkkk xxxx γγηϕγϕγϕ  
 
 
 
 
 
 
 
 
und da 
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Sei nun ),...,( 1 nτττ = irgend ein zu Z gehörender Zwischenvektor und )( kk τγξ = .    
Dann wird 

 ( ) ( )∑ ∑
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−− −≈−
n

k
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k
kkkkkk xxxx

1 1
11 )()()´()()()´( γγηϕγγξϕ  

sein, wenn ´ϕ undγ  “vernünftig“ sind und Z fein genug. 
 
Man erkennt, dass sich ( ))( nxγϕ aus ( ))( 0xγϕ und ´ϕ mittels eines wohldefinierten 
Grenzprozesses erkennen lässt. 

 
 
 
              )(bγ
  
  )(aγ  

 
     )( 1−kxγ  
 
 
 
         )( kxγ  



Sei [ ] nRDba ⊂→,:γ und nRDf →: und ( )( )∑
=

−−=
n

k
kkk xxffZS

1
1 )()()(),( γγξγ  

Der Grenzwert von ),( fZS mit 0→Z wird mit ∫ ⋅ dxfγ bezeichnit und das Wegintegral 
von f längsγ genannt. 
Dieses Integral läßt sich als Summe von Riemann-Stieltjeschen-Integralen 
berechnen und zwar ist 
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Für stetig diffb.γ gilt 
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Bemerkung: 
 

i) Mit 
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ii) Analog zu i) kann man im R auch nur die Normalenkomponente betrachten.  

Man definiert 
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Man definiert den Fluß von vdurchγ  
 ( )∫∫ ⋅= dsNvvdn γγ  

iii) Für geschlossene Kurven schreibt man häufig 

∫ fdsγ bzw. ∫ ⋅ dxfγ   
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Das Potential eines Gradientenfeldes 
 
Analog zum eindimensionalen Fall liefert das Kurvenintegral das geeignete Mittel zu 
einer Ableitung f∆ einer Funktion f in mehreren Veränderlichen eine Stammfunktion 
zu konstruieren. Das Analogon zu zusammenhängenden Intervallen in R ist im nR das 
Gebiet. 
 
 
Definition: nRG ⊂ heißt Gebiet, fallsG offen und zusammenhängend ist. (Man 

beachte,G heißt offen, falls es zu jedem Gx ≤ eine −ε Umgebung 
GxU <)(ε gibt.) 

 G wird als zusammenhängend bezeichnet, wenn es zu je zwei Punkten 
1x  und 2x ausG  einen stkw. glatten Weg [ ] Gba →,:γ  mit 1)( xa =γ und 

2)( xb =γ . 
 
 
Satz: Sei nRG ⊂ -Gebiet und nRGV →: ein stetiges Gradientenfeld mit Stammfunk-

tion ( )fv ∆= . 
 Dann gilt für jeden stkw. glatten Wegγ mit Bild inG und Anfangspunkt )(aγ und 

Endpunkt )(bγ  
   ( ) ( ))()( afbfdxv γγγ −=⋅∫  
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Bei mehreren aneinander hängenden Kurvenstücken ist dies für jedes 
Teilstück anzuwenden. Es gilt:  

  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ))()()()(

...)()()()(

1

11

afbfxfxf

xfxfxfbfdxv

a

kkk

γγγγ

γγγγγ

−=−+

+−+−=⋅∫ −−  

 
 

Beispiel: Das Feld 33: RRE → mit
















+
+
+

=
yxz
zx
zxy

zyxE
33
3

2
),,(

2

2

3

besitzt das Potential 

  ( )zyxzyxzyxU 3),,( 32 ++−= .  Es gelte fv ∇= , dann bezeichnet man  
  fU −= als Potential vonV . 

Es gilt für glatten Wegγ zw. )1,1,1(0 =x und )3,4,3(1 =x  
( ) ( )∫ ∫ =−−−−=−−=∇−= 466)5(471)()( 01 xUxUUdxEdx γγ  

Das Integral ist Weg unabhängig. 
 
 
 
Welche Eigenschaften besitzen denn nun Kurvenintegrale, wenn der Integrand vein 
Potential besitzt? 



Satz: Sei nRG ⊆ ein Gebiet und ( )nRGCv ,∈  
Dann ist äquivalent: 

i) v ist ein Potentialfeld 
ii) Für alle glatten Wege inG hängt ∫

γ

vdx  nur von Anfangs- und 

Endpunkt ab. (Man bezeichnet das Integral als wegunabhängig) 
iii) Für alle geschlossenen und glatten Wegeγ inG gilt          

0=∫
γ

vdx  

 
Beweis: Bis auf )()( iiii → sind alle Folgerungen einfach zu zeigen 

Zu Gxx ≤0, definieren wir RGf →: durch 

 ∫ ∫==
x

x

vdxvdxxf
0

:)(
γ

 

mit beliebigen 0, xx verbinden regulären Kurven inG . 
Zu zeigen ist nun vf =∇ . 

( ) ( ) ( )∫ ∫
+

⋅+=+==−+
1

0
111111 )(

hex

x

h

texvdttexvvdxxfhexf ξ  

     (Mittelwertsatz der 
       integralrecnung) 

Damit folgt 1
1

)( vx
x
f =

∂
∂  

Ebenso i
i

v
x
f =

∂
∂    ni ,...,2=  

 
 
Wann existiert nun zu einem stetig diffbaren Vektorfeld 3: RGv → ein Potential? 
 
In der Umgebung eines Punktes erkennt man dies an der Symmetrie der Jakobi-
Matrix. 

 
















∇
∇
∇

=














∂
∂

=

3

2

1

)()(
v
v
v

x
x
v

xJ
j

i
v  

 
Definition: Ein Gebiet nRG ⊆ heißt  einfach zusammenhängend, wenn jede 

geschlossene, doppelpktfreie Kurve inG stetig auf einen Punkt inG  
zusammengezogen werden kann, ohne dassG verlassen wird. 

 
 
Beispiel: i) Jedes Gebiet 2RG ⊆ “ohne Loch“ ist einfach zusammenhängend 

ii) 2R \{ }0 ist nicht einfach zusammenhängend 
iii) 3R \{ }0 ist einfach zusammenhängend 
iv) 3R ohne endlich viele Punkte ist einfach zusammenhängend 

 
 



 
 
 
 
 
 
Nicht einfach zusammenhängend   einfachzusammenhängend 
 
Satz: 2. Hauptsatz der Kurvenintegrale 
 Es sei nRG ⊆ ein einfach zusammenhängendes Gebiet.  

Ein Vektorfeld ( )nRGCv ,1∈ ist genau dann ein Potentialfeld wenn 

i

j

j

i

x
v

x
v

∂
∂

=
∂
∂   ( )nji ,...,1, = erfüllt ist, d.h. )()( xJxJ T

vv =  

Diese Bedingung wird auch als Integrabilitätsbedingung bezeichnet. 
 
 
Beweis: Mit dem Satz von Schwarz folgt aus fv ∇= die Symmetrie der Jacobi- 

Matrix.  
 Gegeben sei nun von T

vv xJxJ )()( = Gx∈∀ . 
Zu Gx ≤ und zu jeder −ε Umgebung GxU <)(ε können wir mit 

( )∫ −−+=
1

0
000 )()()( dtxxxxtxvxf  

 explizit ein Potential zu vangegeben. 
  

Hier für 

  ( ) ( ) ( )[ ]∫∫ +−⋅⋅=













−−+∇=∇

1

0
0

1

0
0

)(

00 )()()()()( dttvxxtJtdtxxxxtxvf T
v

t

γγ
γ

�� ��� ��

 

 ( )[ ] ( )[ ] )(0)()()( 1
0

1

0

xvxvtvtdttvt
dt
d =−=⋅=⋅= ∫ γγ  

 Für beliebiges Gx∈ wählt man als Integrationswegγ einen Streckenzug. 
Es bleibt zu zeigen, dass )(xf nicht vom gewählten Streckenzug 
abhängt, was wir jedoch nicht beweisen werden. 

 

Beispiel: Die auf 2RG = \{ }0 definierte Funktion ( ) 






−
+

=
x
y

yx
yxv 22

1, erfüllt auf 

ganzG die Bedingung
x
v

x
v

∂
∂=

∂
∂ 21 , es existiert jedoch kein Potential. Nach 

obigem Satz müßte ∫ = 0vdxT sein. Auf dem Kreis ( )ttt sin,cos)( =γ  

( )π20 ≤≤ t ,  ( )ttt cos,sin)( −=
•
γ  

�����

)(

2

0 cos
sin

cos,sin

t

T t
t

tt
xy

vdx

•








−









−
−

=∫ ∫

γ

π

02
2

0

≠== ∫ π
π

dtdt  

 

        G  
 
 
                            εU  

 



Bemerkung: Im 3R ist )()( xJxJ T
v = gleichbedeutend mit 

0

3

2

1

=
















×























∂
∂
∂
∂
∂
∂

=×∇=
v
v
v

z

y

x
vrotv  

 
 
Wie bestimmt man im praktischen Fall ( )3=n ein Potential zu einem gegebenen 
Vektorfeld? 
 
A) Methode mit Kurvenintegral 
 

1.Schritt: Besitzt ( )3,RGv∈ ein Potential? 
  0≠rotv für ein ⇒∈Gx kein Potentialfeld⇒ fertig! 
 
2.Schritt: G einfach zusammenhängend und 0=rotv  

Man wählt Gx ∈0 fest und zu jedem Gx∈ eine geeignete Kurveγ inG , 
die 0x mit x verbindet. 
  RGf →: , ∫=

γ

vdxxf :)( eine Stammfunktion 

 
Bem.: Einfache Wege sind der Streckenzug von 0x nach x oder stkw. parallel zu den 

Koordinatenachsen verlaufende Streckenzüge. 
 
 
B) Ansatzmethode 
 

Man löst die drei partiellen Dgl. vf =∇ , d.h. 

 1
1

v
x
f =

∂
∂ , 2

2

v
x
f =

∂
∂ , 3

3

v
x
f =

∂
∂  

 
1.Schritt: IstG einfach zusammenhängend? 

Wenn ja, kann mit 0≠
=rotv entscheiden werden, ob vein Potential 

besitzt. 
  

2.Schritt: (In der folgenden Vorgehensweise kann die Integrationsreihenfolge 
nach zyx ,, beliebig vertauscht werden) 

  ),(),,(),,(
1

zycdzzyxJzyxf v +=    ⊗  
 wobei die Integrationskonstante von y und z abhängen darf 
 

3.Schritt:  2

!

1 ),(),,(),,( vzyc
y

dxzyxv
y

zyxf y =
∂
∂+

∂
∂= ∫  

 
 



4.Schritt: Unbestimmte Integration nach y liefert mit 

  ∫ ∂
∂

−== dx
y
vvzygzycg 1

2),(),(  

  ∫ += )(),(),( zddyzygzyc  
 daher hängt die Integrationskonstanted von z ab. 
 Einsetzen in ⊗ liefert 
  ∫ ∫ ++= )(),(),,(),,( 1 zddyzygdxzyxvzyxf  
 
5.Schritt: Differentation nach z liefert 

  ∫ ∫ =
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= 3

!

1 )(),(),,(),,( vzd
z

dyzyg
z

dxzyxv
z

zyxf z  

  ∫ ∫∂
∂−

∂
∂−= dyzyg

z
dxzyxv

z
vzd ),(),,()´( 13  

 
6.Schritt: Unbestimmte Integration nach z liefert 
  )´(:)( zdzh = und ∫= dzzhzd )()(  
 und somit 
  ∫ ∫ ∫++= dzzhdyzygdxzyxvzyxf )(),(),,(),,( 1  

  ∫∂
∂−= dxv
y

vzyg 12),( ,  ( )∫ ∫+
∂
∂−= gdydxv
z

vzh 13)(  



Einfache Form des Kochrezepts zu Methode B) 
 

Gesucht: f mit
















=∇

3

2

1

v
v
v

f  

1) Prüfe T
vv xJxJ )()( =    ( )3RGx ⊂∈  

 Wenn ja, fahre fort mit 2, ansonsten fertig! 
 
2) Bestimme ∫= dxvzyxa 1),,(  

3) Bestimme 
y
zyxazyxvzyxby ∂

∂−= ),,(),,(:),,( 2  

Falls yb von x abhängt →Rechenfehler! 
 
4) Bestimme ∫= dybzyb y),(  

5) Bestimme 
z
zyb

z
zyxazyxvzcz ∂

∂−
∂

∂−= ),(),,(),,(:)( 3  

Falls zc von x oder y abhängt →Rechenfehler! 
 
6) Bestimme ∫= dzczc z)(  

)(),(),,(),,( zczybzyxazyxf ++=  
 

Bsp.: 3RG = ,
















+=
z

z

ye
exy
xy

zyxv
2

2

2

2
sin2
cos

),,(  

1.Schritt: 














−
=

zz

z
v

yee
exxy

xyxy
xJ

22

2

2

420
2sin2cos2
0cos2sin

)( (Diagonalelemnte 

müssen nicht berechnet werden) 
2.Schritt: ∫ == xyxdxyzyxa sincos),,( 22  
 
3.Schritt: zz

y exyexyzyb 22 sin2sin2),( =−+=  
 
4.Schritt: ∫ == zz yedyezyb 22),(  
 
5.Schritt: 0202)( 22 =−−= zz

z yeyezc  
 
6.Schritt: cdzczc z == ∫)(  

cyexyzyxf z ++= 22 sin),,( , 
















+=∇
z

z

ye
exy
xy

zyxf
2

2

2

2
sin2
cos

),,(  



Bsp.: 
















=
0
sin3
3
xy

x
y   








=

.......03
003

)(
sxyc

xJv  

 Hier testen wir nicht die Symmetrie von )(xJv ! 

2) 2

2
33),,( xxdxzyxa == ∫  

3) 0sin3),( −= xyzyby    ),( zyby hängt von x ab! 
Fertig! Es existiert 

  Kein Potential zu v ! 
 
 
 
Integration in ebenen Bereichen 
 
Welche Bereiche kann man einen Flächeninhalt zuordnen? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Sei Nk ∈ . Durch das Gitter achsenparalleler Koordinatenlinien knx −⋅= 2 wird die 
( ) −yx. Ebene in Quadranten mit dem Flächeninhalt k22− zerlegt. 

=:)(Msk Flächeninhalte aller Quadrate, die ganz (einschließlich des Randes)inM   
    liegen 
=:)(MSk Flächeninhalt aller Quadrat, die mindestens einen Punkt inM haben 

Folglich gilt: )()( MSMs kk ≤ , )()( 1 MsMs kk +≤ , )()(1 MSMS kk ≤+  
 

:1 cS ≤  )()( 11 MSMs ≤ , )()( 1 MsMs kk +≤ ⇒monoton wachsend 
  ( ) Nkkkk SMSMSMs ∈⇒≤≤ )()()( 0 beschränkt 
Folglich existieren die Grenzwerte 

 
)(lim)(

)(lim)(

MSMF

MsMF

kka

kki

∞→

∞→

=

=
 

 
Definition: Ein beschränkter Bereich heißt Riemann-messbar, falls )()( MFMF ai = . 
  In diesem Fall ist ( ))()()( MFMFMF ai == der Flächeninhalt vonM . 
 
 

 

 
      2RM ⊂ beliebige beschränkte 
      Punktmenge 
 
 
 
 
 
 
 
               k−2  Nk ∈  



Bemerkung: [ ]{ }QxxyxyxM ∈∈= ,,1,0),(),( 2  

  Es gilt 1)( =MFa , 0)( =MFi  
 ⇒nicht Riemann-messbar 
 

Satz: Ein beschränktes Gebiet (Gebiet
∧
=offen, zusammenhängend) 2RG ⊆ mit 

stückweise glattem Rand besitzt einen Flächeninhalt
 )(lim)(lim

00
GSGsF kkkk →→

==  

 
Definition: Ein Bereich aus 2R heißt regulär, wenn 

i) der Rand B∂ stkw. glatt ist 
ii) das Innere BB ∂ ein nicht leeres, beschränktes Gebiet in 2R ist 
iii) B abgeschlossen ist. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Netz regulärer Bögen zerlegt B in nTeilbereiche iB  
 { }iriRri BxxUBB ∈⊂=

∈
),(inf)(δ  

)( iBδ Durchmesser von iB , Flächeninhalt von iB ist Fli∆  
 
Wir definieren die Riemann-Summe 

 ( )∑
=

∆=
n

i
iiin FyxfS

1
,      ( )niByx iii ≤≤∈ 1,),(  

Es sei 2RB ⊂ regulärer Bereich und RBf →: beschränkt. Dann konvergieren bei 
ständiger Verfeinerung unabhängig von den einzelnen Zerlegungsfolgen und den 
gewählten iii Byx ∈),( die Riemann-Summe gegen einen festen Grenzwert. Die 
Verfeinerung erfülle 
 { } 01);(max:max →≤≤= niBiδδ  ( )∞→n  
Der gemeinsame Grenzwert wird mit ∫ fdFB bezeichnet und heißt (Gebiets-) Integral 
von f überB unddF das Flächenelement. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       ( ) iii Byx ∈,  



 ( )∑∫
=→

∆=
)(

10

max

max

,lim
δ

δ

n

i
iiiB FyxffdF  

 
 
Satz: Für das Gebietsintegral gelten( RBgf →:. beschränkt) 
 i) ( ) ∫∫∫ +=+ gdFFfddFgf BBB βαβα    ( )R∈βα ,  

ii) ),(),( yxgyxf ≤   ( ) ∫ ∫≤⇒∈ gdFfdFByx BB),(  

iii) ∫∫ ∫ += fdFfdFfdF BBB 21
, fallsB durch eine glatte Kurve in zwei 

Teilbereiche 1B und 2B zerlegt wird. 
 
 
Mittelwertsatz: SeiB zusammenhängend und abgeschlossen. Dann gibt es zu 

jeder stetigen Funktion RBf →: einen Punkt ( ) Byx ∈, mit 
  ( )∫∫ = dFyxffdF BB ,  
 
 
 
 
Berechnung des Flächenintegrals 
 
Unter einem Normalbereich bzgl. der −x Achse versteht man eine Menge 2RB ⊂ der 
Form { })()(,);,( 21 xyxbxayxB ϕϕ ≤≤≤≤= , wobei 21,ϕϕ stetig Funktionen auf [ ]ba, sind 
mit )()( 21 xx ϕϕ ≤ [ ]( )bax ,∈  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
         Normalbereich bzgl. −x Achse                Normalbereich bzgl. −y Achse 
 
 
Satz: Ist f stetig auf dem Normalbereich 2RB ⊂ bzgl. der −x Achse in ⊗ , so haben 

wir 

   ∫ ∫ ∫ 












=
b

a

x

x
B dxyxfdFyxf

)(

)(

2

1

),(),(
ϕ

ϕ

 

  

     y                y
            d  
 
           ⊗⊗  
 
    2ϕ  ⊗           1ψ          C        2ψ  
 
   B      c  
 
 
      x       x  
         a            b   



Analog gilt für ⊗⊗  

∫ ∫ ∫ 












=
b

a

x

x
B dxyxfdFyxf

)(

)(

2

1

),(),(
ϕ

ϕ

 

 
Beweis: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Mit knk k

BB ,,1 ,..., berechnen wir die Rechtecke in der −k ten Spalte mit Breite x∆ . Mit 

( ) ikkik Bkx ∈∗∗ , bilden wir 

 ⊗ ( ) xykxf
m

k
kik ∆



















∆∑
=

∗∗

�� ��� ��
1

,  

die von    0→∆y  ( )∫
∗

∗

∗
)(

)(

2

1

,
k

k

x

x
k dyyxf

ϕ

ϕ

 

 ( )∑
=

∗∗ ∆=
n

i
iiiM FyxfS

1
,:  (siehe oben) 

nur die Anteile in den Randstreifen unterscheidet. Für 0)()( 22 →∆+∆ yx strebt dieser 
Unterschied gegen0 . 
Die innere Summe strebt für 0→∆y gegen 

 ( )∫
∗

∗

∗
)(

)(

2

1

,
k

k

x

x
k dyyxf

ϕ

ϕ

 

Beim Grenzübergang 0)()( 22 →∆+∆ yx strebt als Doppelsumme gegen 

∫ ∫ 











b

a

x

x

dxdyyxf
)(

)(

2

1

),(
ϕ

ϕ
 

   x∆  
 
 
         y∆  
 
 
 
 
 
 
    a              b  

b  
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
  B  
 
 
 
 
    a             



 
Bemerkung: Der NormalbereichB sei durch mehrere achsenparallele Linien in 

mehrere Normalbereiche nBB ,...,1 zerlegt. Dann gilt mit der Additivität 
des Integrals und obigem Satz 

   ∫ ∫ ∫++= fdFfdFfdF BBB 21
...  

    ∫ ∫∫ ∫
−

++=
n

n

x

x

x

x

x

x

x

x

dydxyxfdydxyxf
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ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

 

 
Bemerkung: Zerlegung von B in Normalbereiche ist nicht eindeutig 
 IstB sowohl ein Normalbereich bzgl. der −x Achse als auch der 

−y Achse, 
   { })()(,:),( 21

2 xyxbxaRyxB ϕϕ ≤≤≤≤∈=  
      { })()(,:),( 21

2 yxydycRyx ϕϕ ≤≤≤≤∈=  
 
Bsp.: 
 
 
 
 
 
 

 Dann gilt ∫ ∫∫ ∫∫ 












=



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
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
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x
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 Für Rechtecke 
  { }dycbxaRyxR ≤≤≤≤∈= ,:),(: 2  
 gilt nun 

  ∫ ∫∫ ∫∫ ==
d

c

b

a

b

a

d

c
R dxdyyxfdydxyxffdF ),(),(  

 
 
 
Satz von Fubini : 
 
 
Ist f aufR integrierbar und existiert 

 ∫=
b

a

dxyxfyg ),()(  [ ]( )bay ,∈  

So ist g auf [ ]dc, integrierbar, und es gilt 

 ∫ ∫∫ 









=
d

c

b

a
R dydxyxfdFyxf ),(),(  

 
 
 
 

 



 
 
Satz über die Vertauschung der Integrationsreihenfolge 
 
 

Ist die Funktion f auf [ ] [ ]dcbaR ,, ×= integrierbar und existieren ∫
b

a

dxyxf ),( [ ]( )dcy ,∈  

und ∫
d

c

dyyxf ),( [ ]( )bax ,∈ so gilt 

 ∫ ∫∫ ∫∫ ==
d

c

b

a

b

a

d

c
R dxdyyxfdydxyxffdF ),(),(  

 
Bemerkung: Die Voraussetzung des Satz sind erfüllt, falls f stetig ist. 
 
Bsp.:  
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               ∫∫ ∫∫ === fdFfdFfdFfdF BBBB 321
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Satz von Green (Gaußscher Integralsatz in der Ebene) 
 

Sei 2RB ⊆ ein regulärer Bereich, dessen Rand B∂ aus endlich vielen, 
geschlossenen, stückweise glatten Bogen nγγ ,...,1 . Die Bögen seien so 
parametrisiert, daßB stets links zur Durchlaufrichtung lliegt. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

∫∫∫ ++=
∂ n

xvdxvdxvd
B γγ

...
1

 



Satz von Green    (1793-1841) 
 
Es sei 2RD ⊂ offen, DB ⊂ und B∂ wie oben beschrieben. 
Dann gilt für jedes 1Cv∈ ( )2,RD  

 ∫ ∫
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

B
B xvddF

y
v

x
v 12  

 
Bew.: Betrachten wir zuerst den Spezialfall 0),(2 =yxv undB ist ein Normalbereich 

bzgl. der −x Achse. 
 Der Rand besteht aus 
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 Eine analoge Betrachtung liefert für einen Normalbereich bzgl. der −y Achse 
mit 0v  
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 Man beachte nun, daß sich jeder Normalbereich bzgl. der −x Achse in 
Normalbereiche bzgl. der −y Achse zerlegen läßt und umgekehrt 
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Da die Kurvenintegrale über die Hilfslinien umgekehrtes Vorzeichen haben, 
heben sich diese auf. 
Durch Addition der beiden Spezialfälle ergibt sich die Behauptung des Satzes. 

 
 
Bemerkung: Mit xvv == 21 ,0 bzw. 0, 21 =−= vyv ergibt sich der Spezialfall 
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Satz von Green: Es sei ),(2 RDCu∈  
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  Mit dem Green´schen Satz erhalten wir nun 
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weisende Normalvektor 
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Bemerkung: Sei ),(2 RDCu∈ . Gilt 0),( =∆ yxu ∀ Dyx ∈),( , 
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IV Flächen und Flächenintegrale 
 
Unter Flächen stellen wir uns dünne Platten vor, die auch verbogen sein dürfen 
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efinition: Es sei 2RD ⊂ offen und messbar (d.h. wohl def. Flächeninhalt). Unter  
einem Flächenstück versteht man den Wertebereich einer stetig diffb. 
Abb. 3: RD →φ . Dabei wird vorausgesetzt, dass ( ) 2),( =∇ vurang φ   
( )Dvu ∈),( .Die Abbildungφ , wie auch ihre Funktionsgleichung 

),( vux φ= nennt man eine Parameterdarstellung des Flächenstücks 
oder auch Flächendarstellung. 
vu, heißen die Parameter des Flächenstücks undD der zugehörige 

Parameterbereich. 

ie Parameterdarstellung ),( vux φ= erhält mit den Komponentendarstellung 
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Die von
u

φ und
v

φ aufgespannte Ebene durch den Flächenpunkt ),( vuφ ist die 
Tangentenebene mit der Parameterdarstellung 
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nennt man Tangentialebene. 
 
Der auf der Tangenten- und Tangentialebene von ),( vuφ senkrecht stehende 
Einheitsvektor 
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Flächenintegrale 
 
Ein FlächenstückF bezeichnet wir als doppelpunktfrei, wen es mit einer 
Parameterdarstellung 3: RD →φ beschrieben werden kann, die eineindeutig ist auf 
ganzD . 
 
 
Flächeninhalt 
 
Motivation: Es sei 3:: RDF →φ ein doppelpunktfreies Flächenstück. 
 
Der Einfachheit nehmen wir an, dassD ein achsenparalleles Rechteck sei 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

h
∆
d
 
u
 
a
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
D

F

 

      v  
      iQ             )( iQφ
         φ  
 
 vA  
 
 
           u
D sei in Teilrechtecke mQQ ,...,1 zerlegt. Wenn Rechteckzerlegung fein genug ist, 
aben )( iQφ Parallelogrammgestalt. Ist iQ ein Teilrechteck inDmit den Seitenlängen 
u und v∆ und ),( iii vuu = sei der linke untere Eckpunkt von iQ , so hat )( iQφ beinahe 
ie Gestalt des Parallelogramms, welches von 

),(),( vuvuu ii φφ −∆+  
nd 

),(),( vuvvu ii φφ −∆+  
ufgespannt wird. 

ie Vektoren sind ungefähr uvu iiu
∆),(φ bzw. vvu iiv

∆),(φ Für den angenährten 

lächeninhalt iδ∆ von )( iQφ gilt 
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Als Näherung für den Flächeninhalt vonF erhalten wir 
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Wir sind also motiviert in ⊗ 22 )()( vu ∆+∆ gegen Null streben zu lassen und so zum 
Integral über zu gehen. 
 
Definition: Als Flächeninhalt eines doppelpunktfreien Flächenstücks 2:: RDF →φ  

definieren wir die Zahl 
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φφδ ×= wird gelegentlich als 
Flächenelement bezeichnet. 
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Oberflächenintegral einer skalaren Funktion 
 
Definition: Es sei 3:: RDF →φ ein Flächenstück und RSf →: mit 3RSF ⊂⊂ eine 

stetige Funktion. Dann bezeichnet man 
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D
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vudvufdxf ),(),(:)(
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 als Oberflächenintegral von f überF . 
 
Motivation: D sei der Einfachheit wegen als Rechteck vorausgesetzt. Wie bei 

Flächenberechnungen sei es in Rechtecke mQQ ,...,1 zerlegt. Damit istF  
in „Maschen“ )( iQf aufgeteilt. 

 Der Flächeninhalt einer Masche ist ungefähr 
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 ( ) iii Qvu ∈, , u∆ , v∆ Kantenlängen von iQ  
 Folglich liefert die Summation über ni ,...,1= von 
   ( ) iii vuf δφ ∆⋅,(  
 und anschließender Übergang zum Integral das Oberflächenintegral in 

der Form ∫
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dxf δ)(  

 
Bsp.: Auf der Einheitskugel mit der Oberfläche 
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 sei eine Ladungsdichte 2),,( zzyxf = gegeben. 
 Wie groß ist die Gesamtladung? 
 • Parametrisierung von k ?  (gegeben durch Aufgabenstellung) 
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cos2r=×  (s. letztes Bsp. „Berechnung der Kugeloberfläche“) 

 • Parameterintegral berechnen 
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Transformationsformel für Gebietsintegral 
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efinition: Ist 3:: RDF →φ ein Flächenstück und 3: RSv → mit 3RSF ⊂⊂ ein 

Vektorfeld. So nennt man ( ) ( ) ),(),(),(),(: vudvuvuvuvdv
D

vu
F

∫∫ ×⋅= φφφδ das 

Oberflächenintegral des Vektorfeldesvüber das FlächenstückF . Dies 
wird in Anlehnung an die physikalische Bedeutung bzw. Motivation auch 
als Fuss von vdurch F bezeichnet. 
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Motivation: vGeschwindigkeitsfeld einer stationären Strömung 
 ( ) ( ) ),(,,det),(),(),( vudvvudvuvuv

uvvu
φφφφ =×⋅ ist das Volumen, welches 

pro Zeiteinheit durch δd strömt. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Somit ist ∫
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dv δ die Flüssigkeitsmenge, welche pro Zeiteinheit durchF zu der 

durchn ausgezeichneten Seite strömt. 
Mit dem Normalenvektor 
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 Damit schreibt sich das Integral auch in der Form 
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IstF eine Fläche aus Flächenstücken nFF ,...,1 zusammengesetzt ist. So 
definiert man als Flächenintegral einer skalaren- als auch vektorwertigen 
Funktion überF durch die Summe  
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Transformationsformel für Oberflächenintegrale eines Vektorfeldes 
 
         Wie verhalten sich Oberflächen- 
         Integrale unter Abb. S ? 
         Satz:   Es sei )(0: uxF φ )( Du∈  
         ein Flächenstück und 3: RFv →  
         ein Vektorfeld aufF .  
Durch einen Diffeomorphismus ( ))(: xSyFFS =→ ∗ mit ( ) 0det ≠∇S wird F in einem 
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Flächenstück ( ))(:)(: uSuyF φφ == ∗∗ ( )Du∈ transformiert 
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Transformationsformel für Oberflächenintegrale von Vektorfeldern 
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Parametrisierung durch Kugelkoordinaten 
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Der Stockesche Integralsat 
 
Satz von Green: ∫∫

∂

=
FF

dxvrotxdxv δ)()(  

Zirkulation: 3: RMv → sei ein stet. diffbares Geschwindigkeitsfeld einer strömenden 
Flüssigkeit in der offenen Menge 3RM ⊆  

InM betrachten wir eine geschlossene orientierte Jordankurveγ , die wir als stkweise  
glatt voraussetzen. 
Das Kurvenintegral ∫

γ

xdxv )( nennt man Zirkulation von v rings der Kurveγ . 

Die wird durch approximierende Riemann-Summen∑ ∇ ii xxv )( motiviert. 
Jeder Summand ii xxv ∇⋅)( ist eine Geschwindigkeitskomponente in Durchlaufrichtung 
der Kurve. 
Die Summierung gibt ein Maß dafür an, wie stark die Kurve umströmt wird, d.h. wie 
stark die Flüssigkeit längs der Kurve „zirkuliert“. 
 
Wirbelstärke:  In obiger Strömung mit 
Geschwindigkeitsfeld 3: RMv → betrachten wir ein stkw. glattes und einfach 
zusammenhängendes FlächenstückF und berechnen die Zirkulation entlang der 
Randkurve F∂ . 
 ∫

∂F

xdxv )(  

Die mittlere Wirbelstärke erhalten wir, wenn wir durch den Flächeninhalt )(FA teilen. 



 ∫
∂

⋅
F

xdxv
FA

)(
)(

1  

Um nun den Flächeninhalt in einem Punkt Fx ∈0 zu erhalten, liegt es nahe,F und 0x  
zusammenzuziehen. Dabei nehmen wir F als eben an. (Flächennormale bleibt 
unverändert) 
 
Definition: (Wirbelstärke) Es sei 3: RMv →  ( )offenRM 3⊆ stetig diffbar. und 0x ein 

Punkt ausM . 

Der Grenzwert ∫
∂

→
=

F
Fn xdxv

FA
xw )(

)(
1lim)(

00 heißt Wirbelstärke vonv in 0x . 

F symbolisiert den Durchmesser vonF und )(FA seien Flächeninhalt. 
 
Existenz des Grenzwertes ergibt sich aus Greenschensatz. O.B.d.A. seiF parallel zur 

−− yx Ebene, parametrisiert durch x und y selbst, wobei die Randkurve F∂ das 
Flächenstück positiv umläuft. Mit 
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mit geeignetem Fx ∈∗  
 
Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung existiert ein solches Fx ∈∗ . 
Dividieren durch )(FA und Kontraktion vonF auf einen Punkt 0x liefert die Wirbelstärke 

( )( )0,1,20 )( xvvxw yxn −= mit
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Berechnung der Wirbelstärke: 
 
Nun betrachten wir den allgemeinen Fall, daß das ebene Flächenstück schräg im 
Raum liegt. 
      F wird als kleines Dreieck [ ]CBA ,, gewählt, 
      das mit dem Pkt.D ein Tetraeder mit den 
      Seiten zyx FFFF ,,, bildet, wobei die Seiten 
      Zyx FFF ,, rechtwinklig zur −− yx , bzw. −z  
      Achse liegt. 
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( Da die Existenz des Grenzwertes gesichert ist, ist die Form vonF beliebig wählbar.) 
Mit den skizzierten Umlaufungen der Flächenstücke des Tetraeders folgt für die 
entsprechenden Kurvenintegrale 
 ∫∫∫∫

∂∂∂∂

++=
FzFyFxF

xdvxdvxdvxdv  

da sich die Integralteile über die Kanten [ ] [ ] [ ]CDBDAD ,, wegheben. zF liegt parallel zur 
−− yx , Ebene, also folgt aus obigen Untersuchungen 

 ( ) 3rFAxdv z
Fz

⋅=∫
∂

 mit ( )yx vvr ,1,23 −=  

und analog 
 ( ) 2rFAxdv y

Fy

⋅=∫
∂

 mit ( )xz vvr ,3,12 −=  

 ( ) 1rFAxdv x
Fx

⋅=∫
∂

 mit ( )xz vvr ,2,31 −=  

 
Addition liefert: 
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Es gilt aber
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wobei γβα ,, die Winkel zwischen den Flächennormalenn und den positiven 
Koordinatenachsen. 
Zieht manF auf einen Pkt. 0x zusammen, wobein konstant bliebt, so erhält man 
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Den Vektor ( )321 ,, rrr bezeichnet man als Rotation von v , d.h. 
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Man beachte: 
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Satz: Für ein stetig diffb. Vektorfeld 3: RMv → ist die Wirbelstärke in Mx ∈0 gleich 
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 Man bezeichnet vrot als Wirbelfeld zu v . 
 
 



 
Bemerkung: Obige Formel auf Strömungen eines Geschwindigkeitsfeldesv  

angewandt macht folgendes klar: 
 )( oxrotv gibt die Richtung der Rotationsachse für lokale Wirbel um 0x an. 
 
 Für die Rotationsbildung vrot gelten die folgenden Rechenregeln, dabei 

seien wv, stetig diffbar und .R∈λ  (ϕ zweimal stetig diffbar) 
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Idee des Stokesschen Integralsatz 
 
In einer Strömung mit Geschwindigkeitsfeld 3: RMv → ( )offenRM 3⊂ denken wir uns 
ein einfaches Flächenstück MF ⊂ . Es soll die Zirkulation um das Flächenstück aus 
den Wirbelstärken auf F berechnet werden. Dazu zerlegen wir F in endlich viele 
„Maschen“ iF  
 ∑ ∫∫

∂∂

=
i FF i

xdvxdv  

Sind die “Maschen“ klein genug, so ist nach obigen Betrachtung jeder Summand der 
rechten Seite ungefähr 
 )( ii xrotvn ⋅ )( iFA  
mit einem ii Fx ∈ und dem Normalenvektor in in ix . Somit folgt 
 ∑∫ ⋅≈⋅

∂ i
iii

F

FAxvrotnxdxv )()()(  

Grenzübergang 0→iF motiviert schließlich den Stokesschen Integralsatz: 
 
Satz: (Stokesscher Integralsatz) 

Es sei 3: RMv → ( )offenRM 3⊂ ein stetig diffbares Vektorfeld undF ein 
stückweise glatt berandetes Flächenstück inM . Dann gilt 
  ∫∫ ⋅=

∂ FF

dxvrotxdxv δ)()(  

 
In Worten Die Zirkulation entlang einer Kurve die ein Flächenstück umschließt ist 

gleich dem Integral über alle Wirbelstärken auf dem Flächenstück. 
 



 
Folgerung Es sei 3: RMv → stetig diffbar. ( )offenRM 3⊂ und B sei ein glatt 

berandeter Bereich in .M Dann gilt: 
   0)( =⋅∫

∂

δdxvrot
B

 

 
Bew.: Aus B∂ schneide man ein kleines FlächenstückF heraus. Nach „Stocks“ gilt 
  ��

∂∂

⋅=⋅
FF

B

dxvdxrotv χδ )()(  

 Zieht man nunF auf einen Punkt Bx ∈0 zusammen, so folgt die Behauptung. 
 
Bem.: Der Wirbelfluss durch eine geeschlossene Fläche ist Null. 
 
Bsp.: Konstantes Wirbelfeld 

 Das Vektorfeld xwxv ×=
2
1)(    ( )0,, 3 ≠∈ wRxw  

     Kann in der EbeneE senkrecht zuw  
     Wie nebenstehend skizziert werde. 
      
     Es folgt 
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Für jedes einfache FlächenstückF in der EbeneE gilt nach dem Stokesschen 
Integralsatz 

  )(FAwdwdwxdv
FF vrotF

⋅=⋅=⋅=⋅ ∫∫∫
↑∂

δδ  

 
 
 
Stokescher Satz in der Ebene 
 
Man definiert die Zirkulation in D2 (analog zu D3 ). γ sei eine geschlossene 
Jordankurve mit )(tx γ=   ( )bta ≤≤  

 ( )∫∫∫
•

=+=⋅=
b

a

dtttvdyvdxvxdxvZ )()(:)( 21 γγ
γγ

 

Um läuftγ dabei ein einfachzusammenhängendes Gebiet 2RD ⊂ im positiven Sinne, 
so folgt aus dem Stokesschen Integralsatz im 3R (durch Nullsetzen der dritten 
Koordinaten) der Stokessche Satz in der Ebene 
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Bem.: In der Ebene fallen die Sätze von Stokes, Gauß und Green susammen, d.h. 
sie sind identisch. 

 
 
 
Integral-und Differentialformel in nR ( )3.Rbzw  
 
Nabla-Operator 
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Schon kennengelernt hatten wir(ϕ Skalarfeld,vVektorfeld) 
  ϕϕ ∇=grad  (in nR ) 
  vvdiv ∇=  (in nR ) 
  vvrot ×∇=  (in nR ) 
 
Istϕ zweimal stetig diffbar, so erhält man 
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Der Laplace-Opertor ∆ kann auch auf Vektorfelder T

nvvvv ),...,,( 21= angewandt werden 
 T

nvvvv ),...,,( 21 ∆∆∆=∆  
 
Doppelte Anwendungen von divrotgrad ,, : Dabei seien 3:, RMvu → Vektorfelder 
und ψϕ , Skalarfelder der offenen Menge .3RM ⊂  
 i) 0)( =urotdiv   (Wirbelfeld ist quellenfrei) 
 ii) 0)( =ϕgradrot  (Gradientenfeld ist wirbelfrei) 

iii) ϕδ ∆=)(graddiv  
iv) 

�����

v

vdivgradvgraddivvrotrot
∆

−=  

 
Für Produkte gilt: 

i) ϕψψϕψϕ gradgradgrad +=),(  
ii) ϕϕϕ gradvvdivvdiv +=),(  
iii) vgradvrotvrot ×+= ϕϕϕ )(  
iv) uvvuurotvvrotuvugrad )()()( ∇⋅+∇⋅+×+×=⋅  
v) vrotuurotvvudiv −=× )(  
vi) vuuvudivvvdivuvurot )()()( ∇⋅−∇⋅−−=×  

 
 



Beweis von iv) 
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Zirkulation 
 
       
 ∫ ⋅

γ

xdxv )(        

          
      
 
 
 
 
Gaußscher und Stokesscher Integralsatz in div, grad, rot-Form 
 
Wie bisher bezeichne: 3: RMv → ein Vektorfeld und 
    RM →:ϕ ein Skalarfeld auf einer offenen Menge 3RM ⊂  
Der Bereich MB ⊂ wie die Fläche MF ⊂ seien stkw. glatt berandet. 
 
 
Satz: Gaußscher Integralsatz in −− graddiv , und −rot Form 

i) ( )∫∫ =
∂ BB
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Bew.: von )ii Setze axxv ⋅= )()( ϕ   ( 3Ra∈ beliebig) 
 Einsetzen in )i liefert 
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Bew.: von iii) Setze )()( xwaxv ×= mit ( 3Ra∈ beliebig) 
 Aus i) folgt 
 ( ) dFwrotadxwawrotawadiv

BB

⋅−=⋅×⇒⋅−=× ∫∫
∂

δ)()(  

 Es gibt )()( wvuwvu ×=⋅×  
 Also folgt 
 ( ) ∫ ∫∫
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⋅−=×⋅=×
B BB

dFwrotadxnxwdxwa δδ )()()(  

 
Merke: Volumenintegrale über ......,, rotgraddiv− lassen sich in 

Oberflächenintegrale umwandeln. 
 
Satz: Stokesscher Integralsatz in −∇,div und −rot Form 

i) ∫∫ =
∂ FF

dxvrotxdxv δ)()(  

ii) )()( xgraddxdx
FF

ϕδϕ ×= ∫∫
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iii) ∫∫ ×∇×=×
∂ FF

xvdxvxd )()()( δ  

Man beachte δδ dxnd )(= und dsxTxd )(= , dabei seinFlächennormale und 
T Tangenteneinheitsvektor an F∂  

 
Bew.: von ii) Setze axxv )()( ϕ=  ( 3Ra∈ beliebig) 
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Partielle Integration 
 
Aus der eindimensionalen Analysis ist die Formel 

 ∫∫ −=
b

a

b
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a

dxxvxuxvxudxxvxu )´()()()()()´(  

der partellen Integration bekannt. In 3D gibt es mehrere Gegenstücke dazu. Sie 
ergeben sich aus dem Gaußschen-Integralsatz, in dem man die Diff-Operatoren 

rotgraddiv ,, auf Produkte von Feldern anwendet. 
 
i) Aus ( ) )()()()()()( xgradxxgradxxxgrad ϕψψϕψϕ +=⋅ folgt 



 dFxgradxxgradxdxx
BB

)()()()()()( ϕψψϕδψϕ ∫∫ +=
∂

 

 z.B. Fdxgraddxnxx
BB
∫∫ =⇒=

∂

)()()(1)( ψδψϕ   

ii) Aus ( ) )()()()()()( xvxgradxdivvxxvxdiv ⋅+=⋅ ϕϕϕ folgt 

∫∫ ⋅+=⋅
∂ BB

dFxvxgradxdivvxdxvx )()()()()()( ϕϕδϕ  

iii) Aus wrotvvrotwwvdiv ⋅−⋅=× )( folgt 
dFwrotvvrotwdwv

BB
∫∫ ⋅−⋅=×

∂

δ)(  

iv) Aus ( ) )()()()()()( xvxgradxvrotxxvxrot ×+⋅= ϕϕϕ folgt 
( ) ( ) ( )∫ ∫

∂

×+⋅=×
B B

dFxvxgradxvrotxxvxd )()()()()()( ϕϕϕδ  

 
 
 



Krummlinige orthogonale Koordinaten 
 
 
Orthogonale Transformation 
 
Koordinatentransformationen im 3R werden beschrieben durch 

 )(uTx = , Du∈ mit


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





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


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GDT →: bildet 3RD ⊂ auf 3RG ⊂ ab. 
T sei umkehrbar eindeutig und es gelte Du∈∀  

0´)det( >T und 0=
∂
∂•

∂
∂

ji U
T

U
T    ( )ji ≠  ←senkrecht aufeinander 

Letzteres besagt, dass die Spalten von ´T paarweise aufeinander 
stehen⇒orthogonale Koordinatentrafo ´T  

( )Txxxx 321 ,,= seien die „altten“ kartesischen Koordinaten und ( )Tuuuu 321 ,,= seien die 
„neuen“ krummlinigen Koordinaten. Die Kurve, die durch 
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t
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variabel, beschrieben werden, heißen Koordinatenlinien 

 
Bsp. Zylinderkoordinaten 

    Die Vekoren
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bilden für jedes 

    Du∈ ein orthogonales Rechtssystem. (d.h. ijji ll δ=− , 
    1),,det( 321 =lll  
 
 
 
 
 
 
Orthogonale Koordinatentransformation 
 

)(uTx = , Du∈   

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Vor: 0)det( >∇T   und  1=
∂
∂•

∂
∂

ji U
T

U
T   ( )ji ≠  

Die Vektoren
i

i
i uT

uT
e =  bilden für jedes Du∈ ein orthogonales Rechtssystem. 

( GDT →: bilden 3RD ⊂ auf 3RG ⊂ ab )  
 

 



Felder in krummlinigen orthogonalen Koordinaten 
 

3: RGv →    ,   RG →:ϕ  
Vektorfeld        Skalarfeld 
 
Die Funktionsgleichungen )(xvy = , )(xϕλ =  werden durch )(uTx = transformiert in 

( ) ( ) )(:)(),(:)(
~~
uuTuvuTvy ϕϕλ ====  

 

Für bel. Du∈ sei ( )
321

,, ϕϕϕ ein orthogonales Rechtssystem. Damit lässt sich )(
~
uv als 

Linearkombination der ie schreiben 

 3
3

2
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1
1

~
)( evevevuv ++=   mit   1

~
evvi =  

 
Bem.: Man beachte, dass sowohl iv als auch ie vonu abhängen! 
 
 
Wir nennen 321 ,, vvv die Koordinaten von ventlang der Koordinatenlinien. 
Da sowohl iv als auch ie vonu abhängen, erhält man die part. Ableitung mittels 
Produktregel. 
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Bsp.: Zylinderkoordinaten 
 Berechne die part. Abl. 
 nach ϕ,r und z für die  
 Vektoren zr eee ., ϕ bei den 
 Zylinderkoordinaten und Tzyzyvx )1,.(),, −=  
 

),,(),sin,cos(),,( zrTzrrzyx T ϕϕϕ ==  
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Differentialoperatoren ∆,,, rotdivgrad in krummlinigen Koordinaten 
 
Wir verwenden obige Notation und

iui Tg =:  
 
Betrachten wir ( ) iegrad ⋅ψ  

Mit )(uTx = ,
iuk
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u
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∂
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Durchmultiplikation von ⊗ mit ie liefert 
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Bsp.: Zylinderkoordinaten 

 Bestimme den Gradienten von 22
~

),,( zrzr +=ϕψ  

 Es gilt 222),,( zyxzyx ++=ψ und somit
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Setzen wir ( ) )(0)( 1

1
1 xTxu −= ϕ , so erhalten wir 
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Man beachte nun 

∑∑
==

∇=∇=⋅∇=
3

1

3

1 i
i

i

i
i

i evevvvdiv  

Mit ( )323232 uuggeeei ∇×∇=×=  
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Es gilt ( ) ( ) ( ) 0322332 =∇×∇∇=∇×∇⋅∇=∇×∇⋅∇ uuuuuu , 
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Entsprechendes gilt1 für 3,2=i  
Somit gilt 
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Analoge Rechnung ergeben sich für rot und .∇  
 
 
Satz: Es gilt 
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∆,,, rotdivgrad für Zylinderkoordinaten 
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Kugelkoordinaten: ϕcossinΘ= rx  
   ϕsinsinΘ= ry  
   Θ= cosrz  
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Definition kartesischer Tensoren 
 
Physikalische Gesetze sind unabhängig von den Koordinatensystemen, d.h. ihre 
Formulierung bleibt unverändert bei dem Wechsel von einem rechtsorientierten 
kartesischen Koordinatensystem zu einem anderen. 
⇒  vektoren, Tensoren mit denen physikalische Größen beschrieben werden, 

haben Invarianzeigenschaften beim Koordinatenwechsel 
 
 
Transformation durch Drehung 
 

),,( 321 bbb ´)´,´,( 321 bbb seien zwei rechtsorientierte Orthonormalbase. 
( )1),,det(, 321 ==⋅ bbbbb ikki δ  
⊗       332211 bbbx ξξξ ++=  ,   xbkk ⋅=ξ  

⊗⊗    ´´´´´´ 332211 bbbx ξξξ ++= ,   xbkk ⋅= ´´ξ  

321 ,, ξξξ sind die Koordinaten von x bezüglich der Basis ),,( 321 bbb . Das zugehörige 
Koordinatensystem sei mit 321 ,,,0 ξξξ bezeichnet. 
 
Setzt man x aus⊗ in xbkk ⋅= ´´ξ ein, so gilt 
 332211 ´´´´ bbbbbb kkkk ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅= ξξξξ  
bzw. analog x aus ⊗⊗ in xbkk ⋅=ξ : 
 ´´´´´´ 332211 bbbbbb kkkk ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅= ξξξξ  
 
Für 3,2,1=k erhält man: 
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       A=: mit jiij bba ⋅= ´  
 
Führt man folgende Matrizen und Vektoren ein: 
 ( )321 ,, bbbB =  ,  ( )´´,´,´ 321 bbbB =  
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so lauten obige Gleichungen: 
 ξ⋅= Bx  xBT ⋅=ξ  ( )ξξ BBBB TT == ´´  
 ´´ξ⋅= Bx  xB T ⋅= ´ξ ´ ( )´´´´ ξξ BBBB TT ==  
 ξξ ⋅= A´ mit BBA T ⋅= ´ , ´ξξ TA=  
 
Aheißt Transformationsmatrix. FürB gilt: IBBT =  

1−=⇒ BBT und 1det =B , [ da ( ) IBBT =det ], und 1=⋅ TBB  
 



Damit folgt für die Matrix :A  
 ( )( ) IBBBBBBAA TTTT =⋅=⋅⋅=⋅ ´´´´  
 ( )( ) IBBBBBBAA TTTT =⋅=⋅⋅=⋅ ´´´  
und somit 
 TAA =−1 und 1)det( =A  
 
A ist also eine Drehmatrix, welche eine Drehung des k-Systems 321 ,,,0 ξξξ in 

´´,´,,0 321 ξξξ bewirkt. 
 
 
Tensoren zweiter Stufe 
 
Es sei 33: RRI → eine beliebige lineare Abbildung des 3R in sich. Bekanntlich läßt sich 
eine solche Abb. Bzgl. eines bel. Koordinatensystems 321 ,,,0 ξξξ mit Basis 

),,( 321 bbbB = als Matrix 
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Die Funktionengleichung )(xTy = wird durch ξη T= beschrieben, wobei ∑
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kk bx ξ , 
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kk by η gilt. 

 
Definition: Ein Tensor zweiter Stufe ist die Menge von Matrizen ( )BiktT = zu einer 

linearen Abb. 33: RRI → , und zwar für alle rechtsorientierten 
OrthonormalbasenB des 3R . 

 
Betrachten wir den Übergang von zwei Matrizen ( )BiktT = , ( )BiktT ´´= .  
Es gilt: 
 ξη ⋅= T ,  ´´´ ξη ⋅= T   mit ξξ ⋅= A´ ,  ηη ⋅= A´  
Einsetzen liefert: 
 ´´´ ξη T= ⇒ ξη ⋅⋅=⋅ ATA ´ ⇒ ξη ⋅⋅⋅= ATAT ´ ⇒ ATAT T ⋅⋅= ´  
Umgeschrieben lautet dies: 

 TATAT ⋅⋅=´ , d.h. ∑ ∑
=

⋅⋅=⋅⋅=
3

1

´
pq pq

pqqkpikqpqipik taaatat  

 
 
Tensoren n-ter Stufe 
 
Ein n-ter Stufe ( )Nn∈ wird bzgl. des Koordinatensystems 321 ,,,0 ξξξ durch nB reele 
Zahlen 
 kijt ... (mit n Indizes { }3,2,1,...,, ∈kji ) 
dargestellt. Wir beschreiben das System dieser Zahlen auch durch BkijtT )( ...= . 



Bzgl. eines anderen k-Systems 321 ,,,0 ξξξ mit rechtsorientierter Basis ´B wird der 
Tensor durch ´... )´(´ BkijtT = dargestellt, wobei sich die kijt ...´ durch 
 ⊗ ∑ ⋅⋅⋅=

rpq
kTiqipkij aaat

,...,
... ...´   rpqt ... ergeben, wobei BBA T´=  

 
Definition: Kartesische Tensoren im 3R  

a) Ein Schema von reellen Zahlen kijt ... (mit n Indizes { }3,2,1,...,, ∈kji ) 
welches wir mit einer rechtsorientierten OrthonormalbasisB des 3R zu 
einem Paar verbinden, schreiben wir in der Form BkijtT )( ...= . Ist 

´... )´(´ BkijtT = ein zweites Paar dieser Art, wobei der Zusammenhang ⊗  
besteht, so heißenT und ´T aquvivalent. 

b) Eine Äquivalenzklasse solcher AusdrückeT heißt ein (kartesischer) 
Tensor n-ter Stufe. 

 
 
 
Einsteinsche Summenkonvention 
 
Tritt bei einer indizierten Größe oder einem Produkt solcher Größen ein Index 
doppelt auf, so wird über alle möglichen Werte dieses Index summiert. 

Die Gleichungen ∑
=

=
3

1k
kkbx ξ , ∑

=

=
3

1

´
pq

pqkpipik taat erhalten somit folgende prägnante Form: 

 kkbx ξ=  pqkpipik taat =  
 
 
All Konvention 
 
Tritt in einem Summanden einer Tensorgleichung ein Index genau einmal auf, so gilt 
diese für alle Werte des Index. 
 
 
Rechenregeln für Tensoren 
 
Seien durch BniktT )( ...= , BnikSS )( ...= zwei Tensoren n-ter Stufe dargestellt, und R∈λ . 
 Bniknik StST )( ...... +=+  
 )(: TSTS −+=−  
 BniktT )( ...⋅=⋅ λλ  
 BniktT )( ...−=−  
 
Tensoren gleicher Stufe erfüllen die Gesetze eines Vektorraums. 
 Assoziativgesetze: )()( VSTVST ++=++  
    )()( TT ⋅⋅=⋅⋅ µλµλ  
 Kommutativgesetz: TSsT +=+  
 Distributivgesetz: STST λλλ +=+ )(  
    TTT µλµλ +=+ )(  
 sowie:  TT =+ 0 ,   0=−TT ,   TT =⋅1  



sei BkitT )( ...= Tensor n-ter Stufe und BqpSS )( ...= Tensor m-ter Stufe. Das 
Tensorprodukt BqkpiWWST )( ......==⋅ ist definiert durch qpkiqkpi StW ............ ⋅= . Das Produkt 
ist von der Ordnung mn + . 
 
 
Symmetrie und Antisymmetrie 
 
Ein TensorT der Stufe2 , mit BiktT )(= heißt symmetrisch, wenn ikki tt = für alle ki, gilt 
und antisymmetrisch, wenn ikki tt −=  für alle ki, gilt. 
 sysmmtrischer Tensor  antisymmetrischer Tensor 
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Folgerung: Jeder Tensor der Stufe 2 läßt sich in eine Summe aus einem 

symmetrischen und einem antisymmetrischen Tensor zerlegen. Dies 
hat die Darstellung 

   )(
2
1)(

2
1

kiikkiikik ttttt −++= . 

 
 
Verjüngung: 

[ ]
BkijtT ...= sei ein Tensor. Setzt man in kijt ... zwei Indizes gleich und summiert über  

diesen gemeinsamen Index, so erhält man einen neuen Tensor 0T . 
Man nennt diesen Tensor eine Verjüngung, z.B. 

 [ ] [ ] [ ]BkBiikBij ttTtT ==→= 0 mit ∑
=

==
3

1i
iikiikk ttt  

Bei der Verjüngung verringert sich der Grad um 2. 
 
Divisionsregel: 
Wir betrachten eine Abbildung der Tensoren S m-ter Stufe in der Menge der 
TensorenT n-ter Stufe, die folgendermaßen beschrieben wird 
 qpqkpiki swt ............ = mit TtT Bki ∈= )( ... und SsS Bqp ∈)( ..  
 
Damit folgt: 
Die Schemata ( )

Bqpqkpi sw ......... bilden einen Tensor der Stufe )( nm + . 
 
Invariante Tensoren: 
Ein TensorU heißt invariant, wenn er bezüglich aller rechtsorientierten 
OrthogonalbasenB das gleiche Zahlenschema [ ]Bkiu ... aufweist. 
 
Genauer: 
Sind Bkiu )( ... , ´... )´( Bkiu zwei Repräsentanten des TensorsT , so gilt kiki uu ...... ´= für jede 
Kombination von ki... . 
 
 



Deltatensor: 
Der wichtigste Tensor 2.Stufe ist der DeltatensorE der Stufe 2, der durch Bik )(δ  

repräsentiert wird mit




=
sonst
falls

ik ,0
,1

δ
ki =

 

 
Epsilontensor: 
Betrachten wir die Permutationen der Zahlen 3,2,1 . 
Es gibt 6!3 = Permutationen. Diese sind 

)2,1,3(),1,3,2(),3,2,1(  gerade Permutationen (gerade Anzahl an Vertauschungen) 
)1,2,3(),2,3,1(),3,1,2(  ungerade Permutation 

 
Damit wird das Symbol ijkε wie folgt definiert 
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Derε -Tensor ist ein invarianter Tensor 3.Stufe 
 
Folgerung: Zusammenhang zwischen Delta- und Epsilontensor. 
 jrisjsirrskijk δδδδεε −=  
 
Folgerung: Epsilontensor und Kreuzprodukt 

Es seien Taaaa ),,( 321= und Tbbbb ),,( 321= zwei Vektoren des 3R . Die 
Komponenten des Kreuzprodukts ba× werden durch iba )( × )3,2,1( =i  
beschrieben, insbesondere gilt: 
  ikjijkkjikjkjijki ababbababa )()( ×−=−=−==× εεε  

 
Ersetzt mana durch den −∇ Operator, so gilt 
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Satz: Jeder invariante Tensor 4.Stufe mit dem einheitlichen Repräsentanten Bijkmu )(  

lässt sich i folgender Form schreiben 
  jkimjmikkmijijkmu δδδµδδλδ ++=  ),,( R∈νµλ  
 
 
Bsp.:Lineare Elastizitätstheorie 
 
Durch ikε sei der Verzerrungstensor bei kleinen Dehnungen eines elastischen Körpers 
beschrieben und durch ikσ der dadurch erzeugte Spannungstensor. Es sei hier ein 
isotroper und homogener Körper betrachtet. Der lineare Zusammenhang der beiden 
Größen ikδ und ikδ lässt sich beschreiben durch 
 pqikpqik u εσ =    ⊗  
 
Der Tensor BikpquU )(= spiegelt eine Materialeigenschaft wieder  



Da Material isotrop ist, hatU die Darstellung 
 kpiquqippqikikpqu δνδδµδδλδ ++=  
 
Einsetzen in ⊗ liefert 
 kiikppikpqkpiqpqkqippqpqikik νεµεελδεδνδεδµδεδλδσ ++=++=  
 
Da Spannungs- und Verzerrungstensor sym. sind, ergibt sich, dass 

ikppikik ενµελδσ )( ++=  
 
Mit in der Technik üblichen KonstantenbezeichnungenG undm , die mit νµλ ,, wie 
folgt zusammenhängen 

 νµλ +=G ,  
2

2
−

=
m
Gλ ,  2>m  

 
Damit folgt das Hooksche-Dehnungsgesetz 
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Tensoranalysis 
 
M sei eine offene Teilmenge des 3R . Eine Abb.F vonM in der Menge der Tensoren 
n-ter Stufe bezeichnen wir als Tensorfeld. 
Wir beschreiben das Tensorfeld durch 
 )(xFT = ,   Mx∈  
oder mit Hilfe eines Repräsentanten BkijtT )( ...= , ( )

Bkij xfxF )()( ...= auch durch )(xFT =  
in Komponenten )(...... xft kijkij =  
Die Ableitung der )(...... xft kijkij = nach ii

bx ξ=   
)( 321 bbbB = werden folgendermaßen symbolisiert 
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   usw. 

 
Satz: Es seiF ein stetig diffb. Tensorfeld n-ter Stufe auf einer offenen 

Menge 3RM ⊂ , beschrieben durch )(...... xft kijkij = mit ii
bx ξ= , )( 321 bbbB =  

 
Dann bilden die Schemata der partiellen Ableitung 
 Bkij pt ),( ...      { }3,2,1,,...,, ∈pkji  
einen Tensor (n+1)-Stufe 
 
Fundamentalsatz der Feldtheorie: 
 Durch p - malige Differentation eines Tensors wird dessen Stuffe um p erhöht. 
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