Mathematik fiir Ingenieure II1

I Funktionen von mehreren reellen Variablen

Definition 1.1:

Beispiel 1.2:

Funktion u = f(x) mit xe D (D= f(x))c R"und ue R heil}en
Funktionen von n Variablen (auch (reelle-) skalarwertige
Funktionen). Dabei sei X = (x,...x,) mit x, e R(1<i<n)
Wir schreiben auch
U=f(x.x,),(x.x,)e DcR" (Jenach Zusammenhang
schreibt man auch

u=f,y)u=fre)u=f(xy,z)
Kegelfunktion gegeben durch
u=f(x,y)=+x*+y>,(x,y)e D= {(x,y)e RZ‘OSXZ +y? SRZ}
und Hoéhenlinien (bzw. Niveau o. Aquvipotentiallinien)

Vh ={(x,y)e D|f(x,y) = h}

Partielle Ableitungen der Gradienten

Definition 1.3:

D c R"offen
f:D— Rund (a,,...,a,)e D . Existieren die Ableitungen der
partiellen Funktion

X, fa,ay,...a, ,X,,0,,,..,4,)
an der Stelle x, =a,, so nennt man dies die partielle Ableitung
von f nach x, im Punkt a,.

Man bezeichnet
a—F(a)oaferMPc =a
ox, ox

(man beachte hier d anstatt d'!
Fir partielle Ableitungen verwendet man auch die Notation

f _9'f 2’ f
fxx axax axz f“u ZW fxy ayax (.f"x)y f12 y xf

Kann die Reihenfolge der Differenzierung vertauscht werden?

2
X
2

_ 2
Beispiel 1.2: Sei f(x, y):{xy Y fiir(x, y)¢(0|0)}
X +y

Aulderhalb des Punktes (0]0) gelten
4. 423 5
I _xy 24xy2 ) baw. af(O,y):_y
ay (x"+y%) ox

und



Satz I.5:

Definition 1.6:

Definition 1.7:

Definition 1.8:

al:—x4y—4x3y2 +x° bz, of (x,0) _.
ay (x2+y2)2 ay -
Da £(0,y) = f(x,0)=0gilt folgt:
IOy _ U (x0) _
ox )
Es gilt nun

—yund ((x,y)e Rz)

IO __,, _(00)
dyox 0xdy

o°f und o°f
0xdy dyox
und in (x,,y,) stetig. Dann gilt:
f  df
oxdy  Jyox

sein in einer gewissen ¢ - Umgebung U vorhanden

Die partielle Ableitung einer Funktion zu einem Vektor
zusammen gefaldt, bezeichnet man als Gradienten von f an

Der Stelle x

of (x)
ox,
grad f(x)=| . |(=Vf(x)eR*
o (x)
ox,
(bzw. V :(i,...,iJ )
ox,  ox,

/f heildt k-mal partiell diffbar. ,wenn alle k-ten Ableitungen

existieren, sind samtliche Ableitungen stetig, dann heif3t
f k-mal stetig partiell Diffbar.

Sei D c R*offen. Die Menge der k-mal stetig part. diffb.
Funktionen f:D — R bezeichnen wir jetzt mit C* (D, R) (oder

kurz C*, wenn D und R aus dem Zusammenhang klar sind)und
nennen f e C*(D,R)eine C*- Funktion.

C*(D,R):=1{f:D — R|f :k-mal stetig part. diffbar. }

C°(D,R) (= C(D,R)):=1{f: D — R|f ist stetig }

(Satz von Schwarz)
Sei @# D = R" offen . Dann sind fUr jedes fe C"(D) (me N)die

part. Ableitung der Ordnung < munabhangig von der Reihenfolge
der Differentiation.



Definition 1.9: (Landau-Symbol, klein 0)
Far f,g:R" < D — Rund x,e D, ke N schreibt man

S(x) = () +o(x = x, )"

falls
lim f(x) _glgx) =0
X=X, |)C _ )C0|
Bemerkung: O-Symbol ist keine eindeutig festgelegte Funktion.

Die Approximation einer diffb. Funktion einer Variablen f:1 — R (I c Roffenes
Intervall) in der Umgebung von x, € I durch eine lineare Funktion

g(x) = f(xo) + f (xo)(x = x,)
wird mit dem O-Symbol geschrieben als

F)= £ 0xp)+ [ (g )(x = x) + 0fx = x, )
Fur Funktionen von mehreren Variablen gewahrt die partielle Differenzierbarkeit
allein noch nicht die analoge Approximation durch lineare Funktionen.

Definition 1.10: Sei D c R"offen. Eine Funktion f: D — Rheil3tin x, € D total
differenzierbar (oder linear approximierbar, wenn es einen Vektor
ae R"mit

() fO) =S+ <a,(x=xy) > +o(x = x,)

(frx nahex, ) gilt

Anschauliche Deutung:
Der ,iiber“ D c R*liegende Graph
z= f(x,y)wird in der Nahe des

Flachenpunktes (x,, v, f(x,,7,))

durch die Ebene

TS T R ,(x_’%} >
fy(xosyo) Y=Xo X

mit einem Fehler R(x,y) = 0y/(x—x,)* + (¥ =y,

Satzi11: Ist fin x, e Dtotal diffb., f(x)= f(x,)+<a,(x—x,)>+o(|x —x,|),

Dann gilt:
a) fist stetig in x,

b) %ing%(f(xOJrhv)—f(xo)) =<a,v> (ve R",v#0)
c) fist part. diffb. und a eindeutig bestimmt als a = grad f .

Beweis: a) lim f(x) = f(x,) = lim < a,(x—x,) > +o(x —x,[) = 0
b) Far Punkte der Geraden x, + Avergibt (i)(in Def.110)
f(xy +hv) = f(x,)=h <a,v>+o(hv]) Division durch hund
anschlieBenden Grenzubergang liefert die Behauptung.



C) Man nimmt v=¢, in b) und erhalt

S _ liml(f(xo +he;)— f(x,))dann
axi h—0 h
Jf

—(x,)=<a,e, >=a,

ox,

1

Im Sinne von Def.l.10 bedeutet
f(x)= f(xo)y+<grad f(x,),x=x, >+0(x~x,)
die lineare Approximation von f(x)nahe bei x, .

Satz 1.12: Jede C'- Funktion f:D — R (D c R" offen) ist auf D total
diffbar.
Beispiel: In der Umgebung von (1,1) lautet die lineare Approximation der Funktion

fO,y)=x*+2x"y* +y
-1 .
fGy) = fLD+< Vf(l,l),(; ) J ro(-D2 +(r-D7))

=4 +10(x—-1)+5(y—-1)+o0
Dementsprechend

z=4+10(x—1)+5(y—1) bzw. 10x+5y—-z =11
die Gleichung der Tangentialebene der Flache

z=x"+2x’y* +y
im Flachenpunkt (1,1,4)

Richtungsableitung

J

Partielle Ableitungen a—(x) geben die Anderung der Funktion in

1

Richtung der Koordinatenachsen an.
Wie sieht es mit anderen Richtungen aus?
Betrachten wir den Fall n =2

Man lege jetzt eine zur z-Achse parallele Ebene durch die Gerade

[ii% t(:i] =U||:1

Die Schnittlaufe des Graphen:z = f(x, y) besitzt
die Darstellung:

X, +1v,
x(t) = Yo T 1v,

Sy +v,py, +v,)




Mit dem Tangentialvektor:

vy

x(t)= v,
hm (f(f(xo +vLy,+v,)— f(xoayo)

im Kurvenpunkt(xo,yo,f(xo,yo)).
Die Tangente hat den Anstieg

lim~ (f(f(xo + V1, vy +v,) = f(xy, %)

Die motiviert den Begriff Richtungsableitung. Zu jedem Vektor ve R",

v| =1, nennen
wir den Grenzwert

9,/(x) = lim-— L) - 7))

(so fern er existiert) die Rlchtungsabwelsung von f an der Stellexin Richtungv, .

Bemerkung: Notation: Anstatt 9 f(x) verwendet man haufig auch
Schreibweisen wie
9
——(x)oderD, f(x)
v
Satzi.14: Sei D c R"offen. Fir alle total diffbar. Funktionen f: D — Rund

fur jeden Vektorve R",

V=1, gilt

ovf (x) =< grad f(x),v>= (ansl(x) : vij

i=1 i

Wie sieht es mit dem Anderungsverhalten einer Funktion Iangs eines im Def.bereich
verlaufenden Kurve (z.B. Bahn eines bewegten Punktes) aus?

Diese Untersuchung fuhrt zur Kettenregel.

Satzi.16: Fir jede C'- Funktion f:D— R, D c R"offen, und fir jedes
Kurvenstiick x: R > [a,b] — D gilt:

 F0) = (5O 5:(03,0)
- al(xl () x: (t)) +aal(x2 (t)).Cz(t)j . +aal(xn ()% (t))
xl‘l

ox, X,
=< grad f(x(1)), ).c(t) >

Bedeutung des Gradienten




Sei f:R" o D — Rein C'- Funktion. Dann ist der Anstieg im Punkt xe Din Richtung
eines Vektors ve R",|v|=1gegeben durch
ovf (x) =< V£ (x),v >=|Vf (x)|y]cosr = |V (x)|cos &x
wobei a der Winkel zwischen den Vektoren V£ (x)undvist.
dvf (x)ist am groften, falls cosa =1d.h.a =0ist

v

Also gilt: furVA(x) #0
Richtung von Vf'(x) =Richtung des stirksten Anstiegs vonx fin x.

Vektorwertige Funktionen

Betrachten wir Funktionen, die jedem Ortsvektorxe D c R" ein
Vektor f(1)e R"zuordnen.

L)) [ S x,)

fR"DD->SR" f(x)=| . |=

£, (x) S (X150 x,)

und Ubertragen alle Begriffe skalarer Funktionen auf vektorwertige Funktionen.

Definition 1.19: Seif:R">D—R"und x,,x,e D
i) Grenzwert, partielle Differentiation und Landau-Symbol ,,0"

sind komponentenweise definiert, d.h.
lim /, (x) Yr vy
X=X axi

lim f(x) = : ;ai(x) =

X=X axi
lim £, (x) Py
XX, ax

i

f(x)=0Qx—x0|)c> fk(x):0|(x—x0)| (k=1,...,m)

ii) f stetig, part. diffb. oder C'- Funktion genau dann wenn
samtliche Komponentenfunktionen f,von f (k =1,...,m)

stetig part. diffb. bzw. C'- Funktion sind.

iii) f heildtin x, € D total diffb. oder linear approximierbar,
wenn es ein(nxn)- Matrix A und eine -
UmgebungU, (x,)in D gibt, so dal fur allexe U, (x,) gilt:
® £(x)= /(%) + A(x—x,) +0x = x, )

lineare Approximierbarkeit aller Komponentenfunktionen
folgt aus® , d.h.:



fk(xo):fk(x0+<vfk(x0)7(x_x0) > +0qx_xo|))

Man definiert daher die Funktionsmatrix oder Jacobi- Matrix von finx:

Vfi (xo)T
' Jf 9 J,
Jy (xy) = . = (a_xl (x, )’---’a(xo )J = (a_x, (x)]mxn
Vf;ﬂ (xO)T
Mit Satz .11 ist 4in® eindeutig bestimmt als
A=J,(x,)

Die lin. App.eigenschaften schreibt man (fe Cl)
J(xX) = f(x)+J,(x)(x = x)
mit einem Fehler

0Qx—x0|)

Flirxe R",v(x),w(x)e R", f(x)e R und a, B € R. Es gelten die Ableitungsregeln:
a) I i (X) = 0, (X) + T 5 (x)
b) J = (), (h)+v(x)J ,(x)
= f(0)J,(x) +v(x)(Vf ()
c) I, =) Ty () +w(x)" J, (x)
d) S ow =VX)XT |, (x) = w(x) X J, (x)

Kettenregel

Seienf:R" > D — R",g:R”" > G — R*mit f(D) c G, f und g nacheinander
ausgeflhrt ergeben die Kompositiongo f: D — R* (go f)(x) = g(f(x)).

Satz 1.20: Sindf:R">D—R"inx,eD, g:R">G—R’in f(x,)e G
linear approximierbar, dann ist auch die Komposition go f linear
approximierbar und es gilt:

S gor (Xo) =Jg(f(x0)-Jf(x0))

Raumliche Skalaren- und Vektorenfelder

Fir den Fall R’ betrachten wir spezielle Skalaren- und Vektorenfelder.
e ein Skalarfeld ordnet jedem Punkt xe Deine Zahl (Skalar) aus R zu.

e ein Vektorfeld ordnet jedem Punkt xe Deinen Vektor v(x)e R",m > 1.
Man spricht von einem C* —Skalarfeld f oder einem C* —Vektorfeld vaufD
wenn f bzw.v C* —Funktionen sind.



Jede C' —Funktion f : R > D — Rordnen wir das Vektorfeld Gradient zu

J
a_xl (x)

Vi:D—->R , Vf(x)=
of
a(x)

Jeder C* —Funktion ' mit dem Laplace-OperatorV das Skalarfeld Vf

2 2 2
Vf:D—>R , Vf(x)za {+a {+a {(kann man auch in bel. R¢def.)
ox, ox, oOx,

Sei v:R* > D — R’ein C' —Vektorfeld dann definieren wir ein Skalarfeld
avl (x) n avz (x) n avs (x)

,Divergenz® div: D — R, di =
g iv iv v(x) ox, o, o,

und ein Vektorfeld

9 vy vy
ox, v, ox, Ox,
,Rotationrot : D — R*,rot v(x)=(Vxv)= i x| v, |= %_8&
ox, ox, ox
IO
o, ox, Oox,

Es beschreiben , div v “die Quellendichte und , ror v “die Wirbeldichte des
Vektorfeldesv.

Rechenregeln

i) rot(grad [)=0
ii) div(rot v) =0
iii) div(grad [)=Vf
iv) div(f-v)=<grad f,v>+f-divv
V) rot(f-v)=grad fxXv+f -rotv
vi) rot(rot v) = grad(div v)—Vv
(Komponentenweise auswerten)

Man bezeichnet ein Vektorfeld v als ein Gradientenfeld, wenn es ein Skalarfeld f auf
G gibt so dal®

v(x) = grad f(x) (xe G)
Die Funktion U :=—f(x) nennt man das Potential des Vektorfeldes v, und man sagt
vbesitzt ein Potential.

Satz .22 SeiveinC' —Vektorfeld auf der offenen Menge D — R". Dann
kannvhdchstens ein Potential besitzen, wenn seine Ableitungen
. . av/‘ avk .
symmetrisch sind, d.h. —=—=(j,k=1,...,n)
dx, X



o

Beweis: Im Fallev = grad fist namlich v, =

X

av./‘_ f _ 9f _on
dx, Ox;0x, Ox,0x, Ox,

Die Taylor-Formel:
Zur Erinnerung die Taylor-Formel im Eindimensionalen

Satz 1.23 I c Roffen fe C*'(I)

F(x)= f(xo)+(x%

mit dem Lagrange'Resthied

)
R, (x;) = (k+ 1)|( xo) fe(x,xo)

+ Rk+1 (xk )

Verallgemeinern wir die Taylor-Formel aus Satz 1.23 auf C**' —Funktionen
f:R" > 1 — R in n>1 Veranderlichen.

Betrachten wir fur xe D undve R" die Funktioni(¢) = f(x+1tv) (0<t<1)

Dies setzt voraus ,dal die ganze x und x + v verbindende Strecke in I liegt.
Der Einfachheit wegen setzen wir voraus, da® D konvex ist, d.h.
i) D offen
ii) x,ye D=>x+t(y—x)e D (0<t<1)
Die Taylor-Formel flr h(t)ausgewertet furz = 0lautet:
1
h(l h0+h0+h0++ h*D
(1) = h(0) +A"(0) ©) 7 1)' (3]
Die Ableitung 4 (¢) bzw. h”) (0)lassen sich mit der Kettenregel bestimmen. Dazu
verwenden wir den Diverentialoperator

d d
d =<V, dhov=vy,—+v, —+..+v —
,=<V,v> | V=, ox, v, o, v, ™

n

mit der Eigenschaft
d,C'(D,R) - C'(D,R)f(x) > 9, f(x)
h()=f(x+v)
h(0) = f(x)

h(t) =< Vf (x +tv),v > h(0) =9 f(x)
ity = 3 v, < (Vf), (x4 ),V >5h(0) = 92 (x)
Satz 1.24: (Taylor-Formel fur n-Variablen)

Sei D c R"ein konvexes Gebiet, f € C**'(D,R),xe D. Dann gilt
mitx +ve Ddie Approximationsformel

® f(x+v)=f(x)+3,f(x) +%33f(x) +...+%a’:f<x)+Rkﬂ (x.7)



L9 rer &) e (0)

mit dem Restglied R, (x,v) = G

Bemerkung: Mit Hilfe von Satz 1.24 1403t sich eine Funktion f(x) (xe R”) in der
Umgebung eines festen Punkts x, € D durch ein Polynom (sog.
Taylor-Plynom) approximieren.

D)= F50) 0, £ ()43, 0% (5 ot 9% £ ()

Far den Fehler gilt f(x)— p(x) =R,,,(xy,x—x,) = 0Qx—x0|)2

Fur eine C* —Funktion heift die nach dem Satz von Schwarz symmetrische Matrix

fou o [, ()

_9f
"= 0=

[

frmxl (x) * * * frmxm (x)

die Hesse-Matrix im Punktx .

Da 9, f(x) =< Vf(x),v>und 92 f(x) = vTHf (x)v=<v,H ;(x)v >
Ergibt sich die Taylor-Formel fur einige spezielle £ =0,1,2 in ®einsetze x = x, dann

V=X—X,

Korollar 1.25: Spezialfalle der Taylor-Formel
a) F(x) = f(x,)+ < Vf(x),x - x, > (Mittelwertsatz) mit
x=x+Ax, —x) (Aeol])
b) F() = f(x )+ < V() x—x, > +%(x —xp)" - H,(x)-(x—x,) mit
Xx=x+ Ax, —x) (Ae]o,1])
c) f(x)=f(x)+<Vf(x,),x—x,> +%(x—x0)T -H_,»(;c) . (x—x0)+OQx—xO|2)
Implizite Funktionen N
Bisher hatten Funktioneng: R > D — R die wir A~

Mit den Methoden der Differentialrechnung K
Untersucht haben, die explizite Form y = g(x) . S(x,y)=0

Ist der Zusammenhang zwischen xund y je-
doch eine Gleichung f'(x,y) =0 implizit ge-

geben, so ist yi.allg. nicht eindeutig festgelegt. . >

> 5

Y



Definition 1.25:

Beispiel:

Satz |.26:

Beweis:

-al

Sei f:R> > D — R.Man nennt, die durch f(x,y)=0auf I c R
erklarte Funktiong : I — K c R eine implizite Funktion, wenn es
zu jedem xe I/ genau ein ye [ gibt mit (x,y)e Dund f(x,y)=0.
Dieses y wird mit g(x) bezeichnet.

Durch f(x,y)=e’ +y’+x’+x>-1=0 (D= R?)ist genau eine
implizite Funktion g(x) : R — Rerklart, da zu jedem xe R
e’ +y’ =1-x*+x’genau ein y = g(x) existiert. Durch formale
Umrechnung kann die Gleichung

e’ +y’ +x’+x*-1=0
nicht nach y aufgelost werden.

(Uber implizite Funktionen)

Sei D c R*offenund f: D — R stetig diffbar. Ist nun(x,,y,) = D

ein Punkt der Niveaumenge f(x,,y,)=0mit f (x,,y,)# 0,dann

gibt es ein Intervall / ¢ R, K < R mit Mittelpunkten x,, y,so dafl3

gilt:

i) R::{(x,y)|xe I,ye R}DDund S, (x9,0) # 0 fUr
allex,ye R

ii) Durch f(x,,y,)=0ist auf / eindeutig eine diffbare.
implizite Funktion g : 7 — K erklart mit der Ableitungen:

fo(xg®)  f(xy)

gx)=- =— furalle xe 1

fxgx) £ (xny)

OBdA ist (x,,,) =(0,0) und f,(0,0) >0
adi) Da f stetig ist nach Voraussetzung, gilt f, (x,y) > 01in einer
ganzen UmgebungU, (0,0) £ >0
ad ii) Betrachten wir nun f auf Rechtecken
{(x,y)|—0{ <x<a-P<y< ﬁ}c U.(0,0)
Da die Funktion y — f(0, y)mit f(0,0) =0 streng
monoton wachsend ist, gilt /(0,—8) <0 und
£(0, B) > 0flr eine hinreichend kleines Intervall
—a < x<o.Diese aund S definieren I =(-a,),
K=(-pB,p).Flirein xe list f(x,y)streng

monoton wachsend und deshalb gibt es genau ein
ye K mit f(x,y)=0. Dieses eindeutig bestimmte y

iy zu xe I mit f(x, y) = 0 bezeichnen wir mit g(x).

FUr jede Folge (x, )Jaus mitx, = xgilt g(x) = g.
Somit ist g stetig.

Sei xe I,y =g(x),0y = g(x+ ) — g(x). Fur hinreichend kleines dx gilt nach
dem Mittelwertsatz:

Jx+d,y+ &) - f(x,p) = [,(§mMbk+ [, (5, mdymits € (x,x+ ) , € (y,y+ )



Nun folgt aus

flx,g(x))= fx+0x,g(x+6x)=0
und der Stetigkeit der partiellen Ableitung

5y__fx(§,77)_> [, y) (6 — o)

&  f.En T fxy

Bemerkung: Hohere Ableitungen von g(x) erhalt man mit der Kettenregel
Abl.nach’x’
fleg®)=0 = [ (xg)+f,(rx.g(x) g®)=0
: [ (g (x))
= g'(x)=--—+
[, (x g (x))
Abl.nach’x’

= [fulng@)+ £, (xgn) g @)+ 1, (x g(x) g'(x)
+ £, (% g(0) (g () + £, (v, g(x) g () =0

= g ()= —fi(fyy +21, 8+, (&))

Bemerkung: Satz Uber implizite Funktionen a3t sich auf beliebige
C' —Funktionen ' : R" > D — R verallgemeinern. Siehe Literatur!

!

Beispiel: f(x,y)=e’ +y’ +x> +x° ~1=0
i) __3x2 +2x
f,(ny) el +3y7

Flrx, =0undx, = —%giltg'(x) =0

Es gilt: g'x)=

. o, & o 6x+2
xX)=—224+21(2 + = —
g ( ) fy f-y ( fxy f:vyg) ey +3y2

, ,, 2
g(0)<0,g(—§)>0

Lokale Extrema

Sei f:R" > D — R. Ein Punktx, € D heil3t lokale Maximalstelle (bzw.
Minimalstelle) von 1, wenn es eine Umgebung U, (x,) gibt, so dal gilt fur alle
xe U, (x,)qilt

F(x) < f(x,) (bzw. f(x)2 f(x,))

Gelten diese Gleichungen fur alle xe D, so bezeichnet man diese Stellen als
globale Maximal — bzw. Minimalstellen!

Wie bestimmt man solche Extremstellen?
Man unterscheidet zwei Charakterisierungsmengen, je nachdem ob diese
Extremstellen im

einneren

e auf dem Rand von D liegen



Satz 1.28: .lokale Extremstellen im inneren®
Seix, e R"und fe C'(U,.(x,)) (¢>0)
Dann gilt:  x,lokale Extremstelle von f
= Vf(x,)
Beweis: Nach der Vorlesung besitzt Funktion
h(®) = f(x,+1,)in ¢ =0eine lokale Extremstelle.

(e, kanonischer Einheitsvektor)
Somit gilt:
] 9
0=h0) =L )
X .

1

Man bezeichnet x,einen Stationaren Punkt, wenn Vf(x,) =0 gilt.
Mit Satz 1.28 wissen wir nun, dal® wir die lokalen Extremstellen von f'in D unter den

Stationaren Punkten zu suchen haben. Ist ein stationarer Punkt keine Extremstelle,
so spricht man von einem Sattelpunkt.

Ahnlich wie im eindimensionalen Fall charakterisierten wir die stationdren Punkte in
dem wir die ,zweite Ableitung“ verwendeten.

Satz 1.29: SeiD o R" offen, x, € D ein stationérer Punkt von fe C*(D,R)
und H,(x,)= (fx[y[ (xo))e R™" die Hesse-Matrix von finx,

Dann gilt:
i) H ,(x,) pos. def.= x,ist eine lokale Minimalstelle

ii) H ,(x,) neg. def.= x,ist eine lokale Maximalstelle
iii) H ,(x,) indefinit = x,ist ein Sattelpunkt

Beweis: Far jedes x,in einere —Umgebung von x, gilt , mit

S(x) = f(x)+ < Vf(xy),(x—xp) > +%(x—xo)THf(x*)(x—xo)
und Vf(x,)=0

f(x)—f(xo)=%<x—xo)THf(x*)<x—xo) ®

mit einem x* zwischen xundx, .
Da H ,(x) stetig ist, andern sich auch in einer ganzen Umgebung
von x,die Vorzeichen der Eigenwerte von H ,(x)nicht.

In dieser Umgebung ist die rechte Seite von ® stets positiv (i),
stets negativ (ii) oder sowohl positiv als auch negativ (iii). Somit

S(x)> f(x,) (i) oder
f(x) < f(x,) (ii)oder weder i) noch ii)

Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen

Beispiel: @ f(x,y)= \/(x—x0)2 +(y—y,) ;Minimiere
NB: /&(x,y)-c=0 (CeR)




Wir untersuchen nun Extremwertaufgaben

f(x,,....x,)=Extr.

Bei der die Menge der zulassigen Punkte x =(x,,...,x,)durch eine oder mehrere
Nebenbedingungen der Form

eingeschrankt ist.

g (x50 x,)=0,..,8,(x,...,x,) =0

Betrachten wirnun k=1. Sei E = {xe R" |g(x) = 0}. Nun bezeichnet x, € E eine
Maximalstelle (Minimalstelle) von f unter der NB g(x) =0, wenn es eine Umgebung
U, (x,)gibt, so daB f(x) < f(x,)(f(x)> f(x,))firalle xe U, (x,) N E gilt. Die
Aufgabenstellung schreiben wir kurz:

1 Methode:

2 Methode:

Beispiel:

f(x);Extr. NB : g(x)=0 (maximiere f(x), NB g(x)=0)

(expliziete Methode, funktioniert nur eingeschrank)

Man I6st g(x) = 0nach einer Variablen auf, z.B. x, = h(x,,...,x,)
Und setzt diese in f ein, d.h. man eliminiert diese Variable aus f .
Man erhalt somit eine Extremwertaufgabe ohne
Nebenbedingung:

SO X, h(X X, )= Extr.

(Parametrisierung der Nebenbedingung)
Sei g:R">D—>R" (n<m)mitg8x)=0, d.h. es gibt n NB.
Man bestimme nun zu g eine Parametrisierung
f(x,(2),...x,(Z)) ZeGcR"
der Flache g(x)=0und Iost fur
F(2) = f(x,(2),ns,,(2))

das gewohnliche EW-Problem

Man suche das Extremum von f(x, y,z) =3x” +z° + 4xy*z auf der
Flache der Einheitskugel s R’

f(x,y,z)ﬁExtr. NB g(x,y,z)=x"+y>+z°=1=0
Man wahle Kugelkoordinaten
X=r-sinycose
y=r-sinysin@
Z=r-cosy
Die Oberflache der Einheitskugel hat dann die Parametrisierung:
r=Lye(0,7)¢=[027)
f (.90, y(r,0.9).2(r, 0.9)) =

3r’sin’ ycos® @+’ cos’ y+4r’ siny cospsin® ysin® g cosy

}(qu,lﬂ) =3sin’ ycos’ @ +...



3 Methode:

(Lagrange-Methode)
Wir setzen voraus, da f'und g C' —Funktionen sein und daR
der Gradient Vg nicht verschwindet in der gesuchten Extremstelle

x, € E. Da der Vg # 0 gilt, nehmen wir OBdAaa—g(xO) #0. Nach

n

dem Satz fur implizite Funktionen ist die NB g(x) = 0lokal

um x, nach x, aufgeldst, d.h. es existiert die

Funktionx, = A(x,,...,x, ,).Da wirx, als Extremstelle angenommen
haben gilt nun

Vf[;m, h(;m, jjo

(. J
h'd

Xo
Anwenden der Kettenregel und Ableitung einer implizierten
Funktion liefert

O—BL Xy)+—— A 0)i()m ;Cn—l)

ox, ox, ox,
Jg
o o | ax, 0
:g( 0)+ax ag
" (xo)
-1
%) %)
af, 0)_% 0)( X 0)] a_fi(xo)
(\§ J
Y
=A€eR

=3d1e R:Vf-AVg=0

Mit obiger Schluf3folgerung haben wir den folgenden Satz gefunden

Satz 1.30:

Bemerkung:

Fur jede Extremstelle x,des Problems

f(x,y, Z);Extr. , NBg(x)=0
mitC' —Funktionen fund g und Vg(x,) # 0 gilt, daR eine Zahl A
existiert, A€ R, so dal}
VI (xy)+4,Vg(x,) =0
gilt.

Unter der Voraussetzung g, /'€ C'undVg(x,) # 0 lassen sich mit
Satz 1.30 mogliche Extremstellen finden.



Kochrezept 1.31:

Beispiel:

(Anwenden von Lagrange-Multiplikatoren)
1.Schritt: Man definiert eine Hilfsfunktion
L(X) X, , A) = (X} X, )+ A2(X) 5ees X))
2.Schritt: Man I6st das i.allg. nicht lineare Gleichungssystem
VL(x,...,x,,A)=0
3.Schritt: (schwierig)
Man stelle fest, welche gefundenen Punkte mit
VL =0 wirklich Extremstellen sind. Das ist i.allg.

recht schwierig und aufwendig. Haufig gentgt ein
direkter Vergleich der Funktionswerte.

Man maximiert das Volumen eines Quaders mit achsenparallelen
2 2 2

Kanten innerhalb eines Ellipsoiden x—2+Z—2+Z—2 =1. D.h. man
a C
untersucht das Problem maximiere V' (x, y,z) = 2x-2y -2z unter der
. x> yz 72
Nebenbedingung—+-—+—=1
ung a’> b*

Lagrange-Multiplikatoren:
2 2 2

Man setzt L(x,,...,x,,A) = 8xyz+/1(x—2+ Y +Z—2—1]und bekommt
a

" b ¢
8yz + 2 5
a
8xz + 5
VL= b
8xy +—;
xZ y2 ZZ
a_2+b_2+c_2_1
Man l6st VL =0

2

9L = 8xyz+21°—=0  (x#0)
ox a

2

=1t = —4xyz
a
ebenso
2 2 2
_ y _ z _ X
—4xyZ = /lb_z = /IC—Z(— /la—z]

Da wir 4 = 0 ausschlieen kdnnen, gilt:
2 2 2

z—z = Z—2 = x_2 und es ergibt ich die Extremstelle aus

C a
x2 y2 Z2 a b c
—+-—+-—=1dh. x=—=undebensoy=—,z=—
a® b V3 g 3 NE)
Maximales Volumen ist somit
V(x,y,z)= 8a_bc = %abc

3339



II Integration (1D)

Problem: Auf I c Rsie f gegeben, von der wir wissen, dal} sie Ableitung einer
Funktion Fist, d.h. F'= fauf/l .
Gesucht ist F.

Kdnnten wir auf irgend eine Weise eine Stammfunktion F,zu f auf/ gewinnen so gibt
es ein Ce Rmit F - F, = C . Kénnten wir zusatzlich noch einen Wert von F an einer
beliebigen Stelle x, € / angeben, so mull C = F(x,)— F,(x,)und somit
F(x)=F,(x)+(F(x,)—-F,(x,)) gelten. Zwei wesentliche Fragestellungen warten nun

auf uns:
i) Wie kann man eine Funktion F aus ihrer als bekannt angenommenen
Ableitung wieder gewinnen?
ii) Wie kann man einer gegebenen Funktion ansehen, ob sie einen
Stammfunktion besitzt?

Unbestimmte Integrale

Ist Fauf/ c Reine Stammfunktion zu £, d.h. F'(x) = f(x) (xe I)so bezeichnen wir
F als eine Stammfunktion von £, bzw. unbestimmtes Integral von f auf/ . Eine
Funktion /' unbestimmt Uber das Intervall 7 zu integrieren, bedeutet einfach, irgend
eine Stammfunktion von f auf’ zu berechnen.

Schreibweise:
F(x)= [f(x)drauf I (F = [faxauf 1)

Bemerkung: J' stilisiertes |

Bemerkung: Das Symbol If(x)dx bezeichnet irgend eine Stammfunktion von £, d.h.
es giltauch fir Ce R _[f(x)dx =F(x)+caufl

Bemerkung: Aus j f(x)dx = F(x)und j f(x)dx = G(x) folgt nicht F(x) = G(x) auf I

Die bestimmte Integration ist die Umkehrung der Differentiation, d.h. fur x e I gilt:
4 [£(o)dx = £ (x) und ji f@)dx=f(x)+c ®
dx dx

vorausgesetzt es existiert eine Stammfunktion _[f(x)dx und £ ist diffbar.
Eine Beziehung
[fo)dx = F(x) aufr
kann somit immer durch Differentiation Uberprift werden. Mit® erkennt man dal} jede

Differentiationsformel sofort eine Integrationsformel liefert.
z.B.:

C(x)=c=> _[C(x)'dxz chxzcxauf R (ce R)



o+l ' o+l '
( al J =x" = [x“dx :( al J fallsore N (—o0,0)und (0,)
oa+1 o+1

(1n) = = jldx =Inx| auf(-e0,0)und (0,)
X X

J-exdx =" auf R

Isin xdx = —cos x, _[cos xdx =sinx auf R

I sinh xdx = cosh x, Icosh xdx = sinh x auf R

dx = arctan x aufR

J-1+x2

Rechenregeln fir unbestimmte Integration

Wir treffen die folgende Verabredung

l. Die folgenden Formeln gelten fur alle Intervalle I auf denen die rechten Seiten
existieren.

Il. Treten Ableitungen auf, so wird deren Existenz stillschweigend vorausgesetzt.

[I. F bezeichnet durchgehen eine Stammfunktion zu £ .

Dann gelten:
fofi+ e, fudx =0 [fide+ ..+, [f,dx

Ifgdx =Fg - IFg'a’x

[(fogldx=FoG [/ (g@g @)dx = F(g(x))
(®®)
Zwei Spezialfalle der letzten Regeln sind:

If(ax+b)dx =lF(ax+b)
a

&), _
| e dx = In|g(x)|

Substitutionsregel I11.1:

Seinf:I—>R,g(l,)=1mitg(x)=0 (xe I,)und(f - g)g besitze auf / eine
Stammfunktion® . Dann existiert eine Umkehrung g ' von g auf 7 und
F(x)= d)(g’1 (x))ist dort eine Stammfunktion von £, kurz

Jrea=|[reog ol .

Daher sei
lo®].,, = ow()

Bew. folgt  1.Seite



Regeln: Man setze J-f(x)dx einfach x = g(¢);dx = g’(t)und werte das
entstehende Integral If(g(t))g'(t)dtaus und im Ergebnis ersetzt

man tdurch g™ (¢).

Beispiel II.2: I .a’x Die Substitution x = arctant liefert g(¢z) = 2arctant¢

sin x
2 tan(xj
2

mitdx = —2 _dtundsinx = ———=/
1+¢ 2()(]}
1+tan”| —
(]
21+2%)  dt
= In|¢| auf (—e0,0) und (0, oo
-[ 2t 1+¢ J‘2t(1+t) -[t fauf( yund(0;c)
1+1¢2
| d { ﬂ} — Inltan Y| auf (-z,0)und (0,7)
sin x t ™ 2
2
Beispiel I1.3: feosGx+Ddr =1 =3x+1,x= % dx = %dt
1 [oos()dt = lsin(t)
3 3
Also ist
Joos3x+1ydx = B sin(t)} = LinGx+1)
1=3x+1
Beispiel II.4: [N g [ £ fe
| arcmnf dv="arctan’ x, da [ fFdx =FF - [Ffax = 2 [Fpax = (F)
1+ x 2

Die Partialbruchzerlequng

Far die Integration einer echten gebrochenen rationalen Funktion ist deren Zerlegung
in Partialbriche sehr wichtig.

p(x)

Gehen wir aus von einen rationalen Funktion f(x) = ? Die Polynome haben
q(x

keinen gemeinsamen Polynomfaktor. Des weiteren gelte grad p(x) < grad g(x).

Kochrezept zu Berechnung einer Partialbruchzerlegung

1.Schritt: Bestimmen der Produktdarstellung von g(x) .
gx)=a(x-x)"..-(x=x,)" -q,(x)" -...-q, (x)" mit paarweise
verschiedenen Nullstellen x, ,..., x , und den Vielfachheiten £, ,....k



und verschiedenen quadratischen Polynomena,(x) , die in R keine
Nullstellen besitzen, mit Potenzen [/, (1<i < m).

2.Schritt: Partialbruchansatz
Zu jedem Linearfaktor (x —x,)von g(x) der Vielfachheitk,und zu jedem

quadratischem Faktor ¢, (x) der Vielfachheit/, wahlt man nun als Ansatz
Funktion der Form
A, 4, A B,+C, B,+C, B, +C,
(x—x) (x=x)"" " (x-x)"  q® " q,x) 77 g,x)"

Diese Funktionen werden als Partialbriiche von %bezeichnet. Ziel ist
q(x

es nun @als Summe solcher Partialbriiche darzustellen

q(x)

3.Schritt: Koeffizientenbestimmung

2_

* 13 = A + 4 -+ 4 +:Multiplikation mit dem Nenner g(x)
(x—=3) (x=3) (x-3) (x—=3)

= x" —1=A,(x—3)" + 4, (x—3) + 4,

= A, x* +x(=64, + A,) + (=34, + A,+94,)
=1 =6

=8

Koeffizienten vergleichen
Einsetzen bestimmter X —Werte
x=3=>4,=8
x=0=94,-34,+8=-1
x=1=>44 -24,+8=0
Das Bestimmen der Koeffizienten kann sowohl durch Einsetzen als

auch durch Gleichsetzungsmethoden geschehen. Dazu multipliziert
man zuerst die Ansatzgleichung mit ¢(x) . Daraus ergeben sich die

Bestimmungsgleichungen fur 4, ., B, ,C,

,j27r,s?

Beispiel: Betrachten wir exemplarisch

x2+3

TR

Ansatzgleichung:
x2 +3 _ A1,1 Al,z AZ,I
(x=D>(x+1) (x=1) (x=1> (x+1)
=X 4+3=4,(x-1)*(x+D)+ 4, (x+ D)+ 4,,(x—1)°

[(x=1)*(x+1)

x:—l:4:4A2’1 x:1:4:2A1,2 x:();3:_A1’1+2+1
1:A2,1 2:A1,2 :>A1’1 =0



Integration einer rationalen Funktion R(x)

1.Schritt: Mittels Partialbruchzerlegung wird R(x)dargestellt in der Form:
X
£ = g -2
g(x)
mit den ganzen Polynom g(x)und Polynomen p(x)und ¢(x) die keinen
gemeinsamen Polynomanteil besitzen.

p(x)

2.Schritt: Man bestimmt die Partialbruchzerlegung von ?
q(x
Dabei verwendet man die folgende Formel

dx
I(x 2 =In(x—a)

I dx 1 1 (k> 1)

(x—a)*  k-1(x—a)""
Im weiteren setzen wir p* —4q < 0 voraus

J~ dx _ 2 2x+p
X tpxtq Jag-p V4q-p’

X"+ px+gq 2 2 )°x"+px+gq

arctan

J~ dx _ 2x+p
(*+px+q)  (k=1)(4g—-p°)x" + px+q)*
22k -3) I dx

(k=1)(ag—p*) * (x> + px+q)

(k>1)

k-1?

ax+b B a ap dx
o= —— | P e
(x"+ px+¢q) 20k —-1)(x" + px+q) 2 )7 (x"+px+q)

Integration von R(e‘“)

Es bezeichnet R eine rationale Funktion. In einem Integral der Form _[R(e‘“ }ix fahrt die

Substitution 7 = ¢ d.h. x = “Int, dx = i;auf
a a

[R(e™)dx { IR(t)%}

t=e™

t+- |-
t

. . d d d
Beispiel: Iex +xe_x = J-( fj t :U#l_a

= [arctant] _,. —arctane”®



Mit R(x, y) soll im Folgenden ein rationaler Ausdruck in x und y sind, d.h. R(x, y)
entstehen aus x, y und Koeffizienten allein durch Multiplikation, Substitution, Addition
und Division.

Integration von R(sin x,cos x)

Man substituiert

x =2arctant (t:tanf), dx = 2 -dt
2 1+¢
und es gilt
2tan I—tan® " 2
. 2t 2 1-t
sinx = le =, COSX = :1 ~ (m<x<nm)
1+tan® = +e 1+ tan +e
2 1+ tan—
Beispiel: J' dx = J'th 22dt = lnﬂ =In
CcoSX -t 1+¢ et 1=z],_.. 1—tan >
2

Integration von R(x,vax> +bx +c),(a # 0)

Man substituiert mit u = ax + f,dx = la’u,so dal® man eine Normalform der Form
a

IR(u,\/uz +1}z’x, J.R(u,\/u2 —1)dx, J-R(u,\/l—u2 )dx

Die Substitution u =sinh¢,u = cosht bzw.u = sin¢ fuhrt auf eine der Bekannten und
schon behandelten Typen.

Beispiel: J-\/4x +12x + dx_I (ox+ B) + (%—%J(ax+ﬁ)+5+4’8—j—l2£

B o o

%r—/

2
=4x2+8'8x+4'8 12x4122 8'Bx—8'8—2
o o’ a a o

12:8ﬁ+ﬂa:>ﬂ:l(l2—8ﬁ
o 2 o

2 2 2
seal B By sl ol
(04 o

2
_|L i2u2+(£—8ﬂju+(5+4ﬂ—2—12£] du
ol o o (04 o (04
%f_/
u=ox+f
| 2
:O:azgﬂ



(x>0)

2
(a—gﬁ)

2 3
_ %ju%r“— 5442122 |au
o 4 4

L u:ax+§a
2

] 5+9-18=—4
_| 2 [Nu* - du “::l[z [Nu? —ldu]u -

Lo’ o2 N
= 2“«/ cosh’(¢)—1-sinh tdtl_mmh( 2043 ]

2

u =cosht
du = sinh tdt

t = arccos h(u)
- 2[ISIHh 2 tdtJt:arccos h7(2x2+3) -

L inh xcosh x -~ x = 1| cosh? x—1+sinh® x | = l(2sinh2 x)=sinh® x
2 2 2 sinh? x 2

= [sinh ¢ coshz — t],:amos h(@)
2

Integration von R{x,k/ax +§ }0{5 -pr+#0
}x_

Substitution 7= %8 4.
w—0
ko k-1
N Y ML
a—p (a—ty)
Bsp.: Iidx:{jlz_t 2tdt} t=~Jx,x =1*,dx = 2tdt
x—A/x 12—t -

1-1
_ {2 det}l_& = [4nfe+1|-20] . = 41mVx +1] -2V

Das Riemannsche Integral

Betrachten wir folgende Situation: F sei diffb. auf|a,b]und f = F’sei ebenso bekannt
wie der Anfangswert F(a) kann man F(b) bestimmen.

Nach dem Mittelwertsatz gilt
F(b)=F(a)+ f(m(b—a) ne(a,b)



Aber wie groB istn. Wenn sich f nicht sehr andert, gilt zumindest flr bel. £ € (a,b)
F(b)=F(a)+F()(b-a)

Verfeinerung: Teilpunktea = x, < x, <...< x, = bsind eine beliebige Zerlegung Z des

Intervalls 7 :=[a.b]. Diese Zerlegung berechnen wir mit {x,,...x, }1, =[x, x,]soll

k —te Teilintervall von Z mit Lange |, |:=x, —x,_, sein, und|Z| = m';alx|tk|das

Feinheitsmal}. | | |7k_| |

[ [ [ [
JCI X Xk

a=x, x,=b
Man beachte
Fb)y=F(a)=F(x,))-F(x, )+ F(x,)—F(x,_,)+.—F(x)+F(x))—F(x,)

=0 =0

= ZF(xk )= F(x, ) (Summierung der Teilstiicke)
k=1

Nach dem Mittelwertsatz gilt nun fur geeigneten, }k
F(x)=F(x) = fol]

Somit
® F(b)=F(a)+Y f )]

Betrachten wir nun eine Flolge von Zerlegungen

D RV ) il
Z-/‘_{xo X s Xy }m't‘Z.f‘_)O

und zu jedem Z,einen Zwischenvektor

£ = (fl(”.fz(”,...,fj(”)mitfk(j) c (xkil(j)’xk(n)

und setzen
S@Z,8) =2 1E)

Wie in ® gibt es fur jedes j einen Zwischenvektorz, mit

1Y (Riemann-Summe)

Fb)= F@)+ Y £, F

= F(a)+1im$(Z,.,7,)
J—eo :

= F(a)+S(Z,.1,)

Sei f im Folgenden stetig auf/ = [a.b], dann ist / gim. stetig. Es gilt Vx, y € I mit
x—y| < Sstets|f(x)- f(y) <& = bL fir jede Zerlegung Z mit |Z| < §und
—a

zugehdrigem Zwischenvektor £ gilt dann

n

F&)-Fl@)-S@.0 =X (o) - fELl) s e X1z =

k=1
Zu einer beliebigen Riemannfolge S(Z,&;) und obigem & gibt es ein j,, so daf fir

J > jostets|Z | < Sund dann auch |F(b) - F(a) - S(Z,.¢,)| < £ ausfallt, d.h. fir beliebige
Riemannfolgen konvergiert S(Z,,&,) (gegen F(b) - F(a) ).



Definition:  Die Funktion f :[a,b] — R heiRt Riemann-integrierbar auf|a,b], wenn
jede Riemannfolgen S(Z;,¢,) gegen einen Grenzwert konvergiert. Diesen

b
gemeinsamen Grenzwert bezeichnet man mit dem Symbol If(x)dx und nennt ihn das

a

Riemannintegral von f (iber[a,b]

Erster Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Besitzt F auf dem Intervall[a,b]eine stetige, aber auch R-integrierbare Ableitung, so
ist

F(b)=F(a)+ [F(x)dx F(b) mittels

b
und somit J-F‘(x)dx =F(b)-F(a) (=F|>) Grenzwertprozess

b
(falls F bekannt ist, ist _[F’(x)dx einfach zu berechnen)

Bsp.: Die Funktion A f(x):{

0 —-1<x<0
I 0<x<l1

e >
o) 1

Fir eine beliebige Zerlegung Z von [ L1]mit|Z| < & gilt
1
5/2,6)-1<6= jf(x)dx
J
ist R-integrierbar.

Frage Existiert eine Stammfunktion?
Gesucht FmitF'(x) = f(x) x=[-11]/{0}

o —1<x<
F(x) = 1<£x<0
x+f 0<x<lI

ljf(x)abc:F\l1 =(1+B) -a=1+(B-a)

Satz: Jede auf [a,b] stetige Funktion ist dort auch R-integrierbar.

Ungleichung fiir Riemann-Integrale

_[f(x)dx < |b—a|||f||w =(b-a) 51[112]|f(x)|




Beweis: oBdA sei a < b. Fur jede Riemann-Summe gilt

if(é:k)(xk — X)) S k =||f||m(b—a)

Zweiter Hauptsatz der Differential und Integralrechnung

Jedes f e C [a,b]besitzt eine Stammfunktion auf [a,5] , z.B. die Funktion

F(x)= j f@)at (a<x<b)

Bisher haben wir zu allen Funktionen das Integral in einer geschlossenen Form
darstellen kénnen, aber nicht zu allen Funktionen muf sich die aus elementaren
Funktionen darstellen lassen. In den Fallen liefert das Integral

F(x) = j F(t)dt

a
neue Funktionen.

a) Integralsinuns Si(x) = _[Lmdt (0<x<0)
Man beachte lln(’]l%nt =1

b)  Dilogarithmus Di(x) =~ j log 1t dt (0<x<oo)

c)  Fehlerfunktion D(x)=— Nl j “dt  (0<x <o)

d) Elliptische Integrale und deren Umkehrfunktion

di
Floh) = [——2
(e J\/l—kzsinzt
E(xk)= [N1-&"sin® rdr
0

(0 x <)

Vorschlage und Ideen zur Berechnung obiger Funktionen

o

Fur einige Spezielle x lassen sich obige Funktionen analytisch bestimmen, z.B.
2

/4
Di(0)=—
(0) 5
° Reihenentwicklung nach endliche vielen Termen abbrechen, z.B.
. A
sint=ft——+———+
st
sin¢ ottt



X t2 t4 t2n t3 tS t2n+1 x
J'——'+—'+—... il v i R :
53 s (2n+1)! 3.3l 5.5 Q2n+1)2n+1)),
)C3 x5
=X-—- +
3.31 5.5

Vorsicht! Konvergenzradius der Reihenentwicklung beachten;
Vertauschen der Beiden Grenzprozesse

ﬁgli (£, (e = jliglznl £ (x¥)dx

Quadraturverfahren

z.B. summierte Mittelpunktsformel
A

d ™N

a=x, X, X,

[/ (ax="2 ;“if("’ *2)‘“}1’ % qup 1€

4n  eap)

FehlerO(n~ )

Partielle Integration (Produktintegral)

Sei f stetig und g stetig diffbar auf (a,b).
Sei F eine Stammfunktion zu f auf(a,b). Dann gilt:

bjfgdx = Fg|i - Z]Fg'dx

b

. b

Bsp.: Icos xdx = smx|a
b

b
. . b b
Icos xdx = Jcosx c0s xdx = sin x - cos x| _[smz xdx = sin ccos x| + x| - _[cosz xdx
- a a

a a f g F < a l1-cos® x a

) 1{(. b b
Icos xdx = —\sin xcos x| + x|
2 a a

a



n—=2

b
. P .
Icos" xdx = sin xcos" lx‘ +(n-1) J-sm2 xcos"? xdx
a H/—/

a a 1—cos® x

b b
. b _
=n J-cos” xdx =sinxcosx| +(n+1) Icos” * xdx
a

b . b b

" sin x cos x n—1 _
Icos xdx = + J- cos"" xdx
a a

n n

Substitutionsregel: Es gelten
i) [ stetig in(a,b)und g stetig diffb. auf(a,b)

i) Es istg((a,b)) c (a,b)und g(@) = a,g(B) = b
Dann gilt die Substitutionsregel
b b g'®
[reode=[f(g®)g ®dt= [£(2())g O)dt

g (a)

(x - g(t),% - g'(t)}

Handhabung von R-Integralen

Es bezeichne R[a,b]die Menge der R-integrierbaren Funktionen (iber dem
Intervall[a,b].

Satz: Mit £, g e R|a,b]gilt auch f + g € R[a,b]und jedes Vielfachecf € R[a,b] (ce R).
Weiter gilt

}]f + gdx = }]fdx +}]gdx bzw.

l]cfdx = cl]-fdx und I]-fdx = —I]-fdx

Satz: Seien f,g e Rla,b|mit / > g.Dann gilt

b b
Ifdx > Jgdx

b
Insbesondere gilt fur >0 Ifdx >0

Satz: Ein auf|a,b]R-integrierbare Funktion ist dort notwendig beschrankt.

Beschaftigen wir uns nun mit der Frage, wie man einer Funktion ansehen kann, ob
sie eine Stammfunktion besitzt bzw. R-integrierbar ist.
Wir liefern im Folgenden hinreichend Integrabilitatskriterien.

Satz: Jede auf|a,b]stetige Funktion ist dort auch R-integrierbar, d.h. Cla.b] < Rla, b].



Darbouxsche Integrale

/ sei beschrankt auf|a,b], Zirgend eine Zerlegung von[a,b]mit den Teilintervallen

I, = [xk—l’xk]'
Mit
m, = inf (x) M, =sup ()

bilde man die Unter- und Obersumme

U(f,z) :=imk|lk| , O(f,2) ::i:Mk|Ik|

Offenbar gilt stets U(f,Z2)<0O(f,Z)

A A
0=0(f,Z2)

Pal U;U(f,Z)

i —

uuuj|ujuu (u

21

Bla,b]sei die Menge der Funktionen mit beschrankter Variation
z.B.x% ¢ Bla,b]fir o <0
Satz: f e Bla,b]ist genau dann Darboux-integrierbar, wenn es zu jedem e < Oeine

Zerlegung Z mit
0(Z)-U(Z)< ¢

P Ay

A
z.B. 1 Offensichtlich gilt f € B[-1,1]und fiir jede

Zerlegung bei der O das Ende eines
Teilintervalls ist, gitO(Z)-U(Z) =0 < efur
allee >0

Satz: Genau die Funktionen aus R|a.b]sind Darboux-integrierbar.
Bem.: D-Integrierbarekeit ist eine Darstellung der R-Integrierbarkeit.
Satz: Jede auf [a,b]monotone Funktion ist auf [a,5]R-integrierbar.

Def.: Eine Menge M c R heift Nullmenge, wenn es zu jedem ¢ < 0 héchstens
abzahlbar viele abgeschlossene Intervalle /,,7,,... gibt, die M Uberdecken und

deren Langensumme ) |/, | < egilt.



Betrachte zu jedem& e M das Teilintervall £ e {f —%,f + 28—4} (n Anzahl der Elemente

inM ). Dann gilt| 7, | = £ und somit dlnl<e.
n

Lebesguesche Integrabilitatskriterium

Die Funktion f ist genau dann auf [a,b]R-integrierbar, wenn sie dort beschrankt und
fast Uberall stetig ist, d.h. die Menge der Unstetigkeitsstellen ist eine Nullmenge.

b
Satz: _[fdx existiert immer dann, wenn f auf[a,b]beschrankt und dort an héchstens

a

abzahlbar vielen Stellen unstetig ist.

Satz: Unterscheidet sich f und g e R|a,b]nur an endlich vielen Stellen des Intervalls
b b

[a,b], so gehért auch 7 zu R[a,b]und es gilt _[fdx = Igdx

Bem.: Beim Integrieren kommt es nicht auf endlich viele Funktionswerte nicht an!

Satz: Die Funktion f e R[a,blist auf jedem Teilintervall von [a,5]integrierbar. Sind
a,a,,a,irgendwelche Punkte in [a,5], so gilt die Gleichung

}] fdx = ui fdx +aj|‘ fdx

Bem.: Setze a, =a, = ajfdxz [fix+ [ fix = [fax=0

a a a4 a4

Satz: Mit f, g € [a,b]liegen auch die folgenden Funktionen in R[a,b]:
b0 () = max(0, £(0))) /=, max(f - g} min(f - g)./ - g

Gilt|g(x)| = & > 0 auf[a,b]. Dann gehért auch f/g e Rla,b]

x ,x#0

le R|0,1} g € R[O,]
17.4—o ‘eRotlgerlol]

Wieso geniigt nicht|g(x)| > 0,z.B. g(x) = {



Mittelwertsatz der Integralrechnung

Ist f [a,b]R-integrierbar, so gibt es eine wohlbestimmte Zahlinf / < u < sup f mit
b

[ fix = u(b-a).

Fir stetiges fistu = f(E)mité e (s,b).

Integrale der Form

o t

fedr=1im [~ dv=lim[-e ]| =lim-e" +¢ =lim-e” +1=1

t—o0 t—oo t—>eo t—o0
0 0

uneigentliches Integral

Integrale Giber unbeschrankte Intervalle

Ist die Funktion £ fiir jedes f > a auf|a, ¢] R-integrierbar und strebt Ifdx — [flirt — 0 s0

Sagt man, das uneigentliches Integral J'fdx konvergiert oder existiert und habe den

a

Wert 7, kurz es sei [ fix =1lim [ fix

t—00

Ein nicht konvergentes uneigentliches Integral wird als divergent bezeichnet.

Bsp. a) o]e’xdx =1,da ]exdx = [— e ]f) =l-e' —>1
0 tl_‘f 1 , o #1

b)  [xdr={1-a 1-a
i Int =1

firt — « folgt

oo

_[x""dx konvergiert genau dann, wenna > 14ilt.
1

Cauchy’'sches Konvergenzkriterium

Das Integral Ifdx konvergiert genau dann, wenn folgende Cauchybedingung erfullt
0

ist. Zu jedem & > 0gibt es eine Stelle so, dal fur ¢ > s > s, stets < g erflllt ist.

]- fdx




oo

Bsp.: J'Slzxdx(: Si(e0) jist konvergent.0 < s < ¢ gilt

0 Integral sinus

t . t t
_[ SIMXY e = {_ Cosx} - I(—cos x)(%)dx und somit
x ] o x

Sox
sinx 1 1 %1 . 1 1 1 1 2
s = =)
mit| [ fa| < | flax

Dies bleibt fur alles > s, := %gewifs kleiner alse .
£

Es gilt ferner

=)

Jsinx

dx="
2

o X

verschiedene Konvergenzkriterien

Satz: Esseif >0.

o]fdx@Elk>0Vt>a:]fdx<k

Satz: Ein absolut konvergentes Integral J'fdx ist erst recht konvergent und es gilt:
0

[ fax| < || flax
Majorantenkriterium: Ist| /] < g auf[0.c]und konvergiert Igdx, so ist _[fdx
konvergent.
Minorantenkriterium: Ist0 </ < f auf[0..o]und divergiert Ihdx, so mufR auch
_[fdx divergieren.
Grenzwertkriterium: Sind f und g positiv auf[l,e)und strebt&ﬁjr X oo

g(x)

gegen einen positiven Wert, so haben die Integrale Ifdx

a

und Igdx das selbe Konvergenzverhalten.

a



Strebtl — 0'so kann man aus der Konvergenz von Igdx
g a

auf die des Integrals schliel3en.

Integrale von unbeschrankten Funktionen

Ist fin[l,e0)unbeschrankt, strebt aber

[ fix — rfire — b°

so sagt man das uneigentliche Integral konvergiert bzw. existiert und habe den
Wert ! . Kurz

bj fdx = lim j fax

t—b~

Bsp.: lj.d—x

0 l—x2 2 o\/l—)C2

1 1
J@existiert nicht, da z.B. das Integral Jﬂ
-1 X 0 X

. . T
=arcsint — arcsinl = E

Cauchy-Hauptwert

Betrachtet man beispielsweise das Integral
b

1
Jx—c

so0 mag man sich eine Verallgemeinerung des Integralbegriffs wiinschen, da zwar

(a<c<b))

c—€ b c—€ b
nichtlim [ ——dx+1im [ — dx existiert, jedoch lim[ | Ly | ! de.
e—0 ; xX—cC e—>Oc+Ex_c e—0 : xX—cC £+Cx_c

Dies bezeichnet man als Cauchy-Hauptwert oder part finite. Allgemein bezeichnet fur
eine Funktion f mit einer Unstetigkeitsstelle c € (a,b)

p.f. }]-f(x)dx =£i_r)1(}(cff(x)dx + ]]f(x)dxj

ct+e

den Cauchy-Hauptwert.

Bsp.: (a<c<b)

e (Fode tode |
e I
= tim(fin}x— cf} ™ + Infp ¢ ~ Inle]

—c|:1nb—c
c—

= lim(In|~ ]~ Inja — |+ In|p — ¢| - Infe]) = In|?
-0 |a — C|



Bem.: FUr den Hauptwert eines Integrals Uber ein beschranktes oder unbeschranktes
Gebiet gilt folgendes:
Existiert das uneigentliche Integral, so existiert auch sein Hauptwert und beide
sind gleich. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

Einschub:  Ein zum Cauchy’schen Hauptwert aquivalentes gibt es auch bei
Integralen Uber unbeschrankte Intervalle. Hier berechnet man

0
lim _lf(x)dx,
falls er existiert, als Hauptwert des Integrals und bezeichnet ihn mit

p.f. Tf(x)dx.

Bsp. zu Bem.: unbeschranktes Intervall

0
Da fur den Integranden f(—x) =—f(x)gilt, ist _[l%dx =0
sl+x

1+x |
und daherI = Il+x dx + Il+x dx = I 2dx
%)
)

=2-lim —dx 2. hmarctan5 2. E:

G 1+x
J~1+x
5—>°° 1+x
5

lim ;dx T
G—eo 1+x

Konvergenz-Test

Da die Aussagen uber die Konvergenz bzw. Divergenz eines Integrals bei der
Funktion x*recht eindeutig sind, wird sie gerne als Testfunktion verwendet.

Vergleichskriterium
Seien f stetig auf[a, ), gauf[a,bJunda,be R

Dann gi|t|f(x)| <hkx“,a<x<eoa<—-1= J-f(x)dx konvergiert

b
g()|< k0 <x<b-l<a<0= [g(x)dxkonvergiert
0

Bsp.: Ismx dx Dalim > = 1ist der Integrand beix = 0durchl

—0
OX x X

ZU ersetzen.



c 1 c
Da If(x)dx = J-f(x)dx+ J-f(x)dx gilt, braucht nur das zweite Integral untersucht
0 0 1

werden.

c c

J-sin X

Partielle Integration: dx = —lcosx + J-cosx( 1 > de
X X Lo -X
%/_/

oo
——0

0

.
.. COS X . . . .
Furj -—dx liefert das Vergleichskriterium
h X
COS X!
At _| |sis)c*2 x21
<R R

sin x

Also konvergiert J' dx , was wir schon mittels Cauchy’schen
0
Konvergenzkriterium gezeigt haben.

X

Motivation und Definition des Riemann-Stieltiessche-Integrals

Das Riemann-Stieltjiessche-Integral ist eine Verallgemeinerung des Riemannschen
Integrals. Betrachten wir die folgenden Motivation.
Die Punkte x,,...,x, der x-Achse seien mit den Massen m,,...,m, belegt. Dann nennt

man
_omx, .t m,x

n-n

S

m,+m,+..+m,
den Schwerpunkt des Massensystems.

Formulieren wir nun den Schwerpunkt nun in einer anderen Weise. Dazu definieren
wir eine Belegungsfunktion m(x) auf dem kompakten Intervall[a,5]so:

m(a)sei 0 und m(b) bedeute die im Intervall[a,5]vorhandene Masse. Fiir die diskrete

k-1 n
Belegung der x-Achse mit Masse m(x) = > m, mitxe [x,_,x, Jundm(b) = > m,
=l i=l

Es bezeichneé = (£,....,£, ) einen Zwischenvektor zu der Zerlegung Z , d.h.

= (xj_l,xj) j=Ll.n
Aufgrund der obigen Betrachtung liefert

;:%igwmw—Mmﬂ)

LaRt man das System X um die y-Achse rotieren, so wird man bei dem Versuch das
Tragheitsmoment von X zu bestimmen auf Zerlegungssummen der Form

> & () =)

und deren Grenzwert gefuhrt

Diese Beispiel gibt Anlall zu den folgenden Definitionen



Definition: Es sei f,cr:[a,b]= R
Ist Z ={x,....,x, Jeine Zerlegung von[a,b]und & = (&,,....£, )ein
zugehdariger Zwischenvektor, so heilt

S, (f.Z.6)= Zif(fk o) e, )

eine Riemann-Stieltiessche-Summe.
Ist(Z,)eine Zerlegungsfolge, so bezeichnet man die Folge der Summe

S,(f,Z,&)als die RS-Folge.

Strebt eine RS-Folge gegen einen und damit gegen ein und den selben Grenzwert,
so sagt man, f seiaufla,b]bzgl. o RS-integrierbar. Den gemeinsamen Grenzwert
aller RS-Folgen bezeichnet man mit

[/ dat), [ fdeq), [ fde

und nennt ihn das RS-Integral von f {iber|a,5]bzgl. Des Integrator o

Satz: Mit £ und g liegt auch die Summe f + g und jedes Vielfache ¢f in R[a,b].
Fernerist fauch bzgl. ca integrierbar und es gilt

[(f +g)da = [fdo+ [gda

b

}}cfda =c[fda

a

b

[fd(ca)= cbj fdo

a a

Ist f bzgl. «und bzgl. Sintegrierbar, so ist f auch bzgl. o + Bintegrierbar und es
gilt

b b b

[rda+p)= [fda+ [ 1B

Satz: Liegt fin R,[a,b], so liegt umgekehrtain R, [a,b]und es gilt

[fdo+ [odf =[fal,

Wir treffen folgende Vereinbarung

l]'fd(x =0und l]fd(x = —Z]fda

Satz: ist f e R [a,b]und sinda,,a,,a, € [a,b]s0 gilt

aj'fda = aj'fda+ a]'fda



Bem.: Wenn f bzgl. aauf|a,b]und auf[b,c]RS-integrierbar ist, braucht
J'fd(x nicht zu existieren!
0 fiir-1<x<0
Bsp.: f(x)= .
1 fir0<x<l1 ‘ ‘
B L B I St maa e e PO
1 fiir0 <x<1 x;, 0 x,, ' "
So(f,2,8) = f(E Nalx,) —a(x) = f(E7) & € (x,,x,,,)
£ >0, [x,, —x|—>0, Sa—1
£ >0, |x,, —x|—>0, Sa—>0
Definition:  Die Funktion g heillt von beschrankter Variation auf(a,5], wenn es eine

Konstante M > 0gibt, so daR fiir jede Zerlegung Z = {x, ..., x, } stets

V(g.2)=Y le(x,) - glx, )| <M

bleibt. In diesem Fall wird die reelle ZahlV’(g) :=sup¥ (g,t)die totale

Variation von g genannt.

Die Menge aller Funktion auf|a, 5] mit beschrankter Variation bezeichnet

man kurz mit B/[a,b].

Fundamentalsatz fiir RS-Integrale

Ist die Funktion f e Bla,b]bzgl. e B/|a,b]auf|a,b]RS-integrierbar, so gilt

[raal<|f]. 7. @

a

Satz: Sind die Funktion f und die Ableitung o von a R-integrierbar auf[a,b],

Satz: Seia Treppenfunktion auf|a,b], die genau an den Stellen ¢,,-..,C, Sprunge der

b b
So ist _[fdavorhanden und= Ifa’dx

GroRea,,...,a, bezeichnen. Dann ist fiir jedes f € Cla,b]stets

ajfda;f(ck)ak = o

=N W




Bsp.:

t

t t

. t .
J-exdsmx = J-ex cosxdx=e" cosx‘o + J-ex sin xdx
0 0 0

t
=e' cost—1+|e" sinx‘t - J-ex cosxde
0 0
t
=e cost—l+(e’ sint—O)— J-e’“ cos xdx
0

]ex cos xdx = %(e’ (cost)+sint — 1)
0

= ;[exd sinx = %(et (cost)+sint— 1)



lll Theorie ebener Kurven

Kurven = krumme oder gerade Linien z.B. Bahn bewegter Korper, Konturen ebener
Korper, Kanten raumlicher Gebilde oder Idealisierung fur die dinnen Stangen, Seile.

Wege, Kurven, Bogenlange

Betrachten wir zuerst Kurven in der Ebene.

Beispiel 11l.1:

Bemerkung I11.2:

Beispiel 1lI.3:

Bemerkung:

Ein Kreis von Radius » > 0um den Ursprung O kann durch

X =rcost
. 0<t<2r) ®
Yy =rsmt

beschrieben werden. Man bezeichnet® als Parameterdarstellung
des Urkreises und rals zugehorigen Parameter.
Die Gleichungen ® werden zuerst in einer Vektorgleichung

x=y({)mitx = (xJ und y(¢) = (}/1 (t)] (a<t<h)
- - Y 7, (1)

geschrieben. Die durch bestimmte Mengen von Punkten x heif3t

ebene Kurve y{a,5] - R*nennt man einen Weg.

coct

2
., |- Dann bezeichnen die
st

Sein () = r- (C,OCZJ, V() =r (
sint

Parametrisierungen
x=y(t) (0<t<2x), x=y() (0<t<4r), x=y"(¢) (0<t<~2r)
die gleiche Kurve aber parametrisieren verschiedene Wege.

Archimedische Spirale
cost

y(@) = at( .

J 0<t<3-27x (a > 0) (¢twillkurlich beschrankt)
s

== y

, cost (t+27) cos(t+2x)

=da —a T

sin ¢ sin(¢ + 277) g% 67
=a2rxw

Man erkennt, da® es unmdglich
ist die Spirale durch einen Funktionengraph zu beschreiben. Es
gibt also Kurven, die nicht als Funktionengraph aufgefal3t werden
konnen. Umgekehrt kann ein Funktionengraph recht leicht
parametrisiert werden,

xX=t [ b]
y=f@ €




Definition 111.4: i) Eine stetige Abbildungy :[¢,b] — R" heit Weg imR".
i) Der Wertebereich y([a,])des Weges y wird eine Kurve
genannt. Die Kurve ist also der Menge der Punkte
x= (1), t€ [a,b]. Diese Gleichung ist eine
Parameterdarstellung mit den zugehoérigen Parameterz.
iii) Eine Kurve wird haufig als Bogen bezeichnet.

Beispiel:  Schraubenlinie im R’ Y
rcost
y(t)=| rsint | t€[a,b] ¢>0

rtc

r Radius
h =2mc (Ganghohe der
Schraubenlinie)

\hac

y(a) y(b)
Doppelpunkt y@=y®)  ya  yb) y(a) = y(b)
eines Weges geschlossener Weg Jordankurve geschlossene

Jordankurve

Zusammengesetzte Wege und Kurven

Es seila,b]in m Teilintervalle[r,,t,],t,.1,],....[t,,.t,] (t, = a,t, = b) zerlegt. Darauf seien
im Wegey.[r,_,,t,] = R" (i =1,...,m) erklart welche die Stetigkeitsbedingung
v.(t)=v.,t) furallei=1,.,m-1
erfullt. Durch
v.(t) =y, Yfurte [t ,,t,) G =1,.,m)
ist damit der Weg auf ganz[a,5]|definiert, den man die Summe der Teilfolgen nennt
und durch
7r=n97,9..9y,

symbolisiert.
v y() y(s) X X X,k
NINL W S\
y@) 7(,) X X

Bemerkung I11.8:  Oft treten zusammenhangende Kurven in der Form von
Streckenzuge auf, welche in der Ebene als Polynomzlige
bezeichnet.



Glatte und stiickweise glatte Kurven

Definition 111.9: i) Ein Wegy : [a,b] — R" heift stetig diffbar, wenn die

Ableitungsfunktion y auf[a, b]existiert und da stetig ist.

y(a) = y(b)so wird zusatzlich 7./(a) = 7./(b) verlangt.
ii) Ein Weg heil3t glatt wenn er stetig diffbar. ist und seine

Ableitung y(¢)in keinem Punkt f e [4,b] verschwindet. Die
von y erzeugte Kurve wird ebenfalls als glatt bezeichnet.

Bogenlange

Es sei y:[a,b] - R" ein bel. Wegund Z ={t,,...,7, }eine Zerlegung von[a,5]. Durch die

Bildpunkte y(¢,), 7(¢,),...,¥(¢,,) denken wir und einen Streckenzug.
Die Summe

m

Ly(Z) = Z|7(t1—x) - (¢ )|

nennen wir die Lange des Streckenzuges

Definition I11.12: i) Die Bogenlange eines Weges y : [¢,b] — R" ist def. Durch

Ly = s]‘;pLZ (7)

ii) Ein Weg heil3t rekifizierbar oder auch streckbar, wenn

L(y) < e=qilt.

iii) Man bezeichnet L(y) auch die Bogenlange der Kurve.

Bsp.: a) Adventsstern
S,A S, * s,
Aus jeder Strecke S, wird in S

2
t? +(§J =3’

27 3
= —:—\/5
4 2

die folgende Strecke

i+l

V(s,) = %ﬁ,V(sl) =V (s,)+3 V(;‘)) - (1+%JV(SO)

Vs,)= V(s1)+3-4-9L2V(s0) =(1+%+%]V(so)



1 4 4 1 4 (4Y
V(S3):£l+§+3—3+3—5jV(SO):§£3+1+3—2+(3—2j ]V(SO)

2 n
V(S,,H):g(@g{g) - JV(SOHHg:gg

U(S0)=3-3:9,U(Sl)=§U<SO)=12,U<Sz)=§u<sl)=@ U(s,)

4 4Y" nves
EU(S")_(EJ U(s,) —

b) Weg: 7=(}/‘] mitx = y,(¢) =t

2

/4
tcos— ,te|0,1
cos 5 e [0.1]

= 1) =
7 =70 o

0

Der Weg ist nicht rekifizierbar
Far die Zerlegung mit den Punkten

t _1 (k=12,..m), t, =0
k
gilt

_1\F
72(tk):%cosk7r:( ;) (k=1,..m-1)

Day,(t,),7,(t,),,...abwechselnde Vorzeichen haben, ist die Bogenlange zu den

Teilstiicken y(r)mitz € [t,,,, z, sicherlich groRer als|y, (z,)| = % Also folgt

m—1
L,(y)= Z% — oo, d.h. yist nicht rektivizierbar.
k=1

Definition 111.10: ;./(t)heiBt der Tangenten (bzgl. y)int. Aus ihm wird der
Tangenteneinheitsvektor gebildet

7,0 =10

‘V(f)

Bem.: Wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind, schreibt man auch7'(¢).



Satz:

Bew.:

Satz:

Bsp.:

Bew.:

(Additivitat der Bogenlange)
Es sei

7/:7/1 ®72 @"'@7/711
y ist genau dann rektifizierbar, wenn alle Teillangen y,,...,7,, rektifizierbar sind.

Far die Bogenlange gilt dann
L(y)=L(y)) + L(y,) +...+ L(¥,,)

Es genugt den Fall y =y, @ 7, zu beweisen. Der Rest folgt durch vollstandige
Induktion. Es seiy :[a,b] — R" zerlegt iny,, 7, mit 7, :[a,c]— R"und
7, :[e,b] = R". Eine Zerlegung Z von [a,b]erzeugt durch Hinzunahme eines
Punktes c Zerlegungen Z,, Z, von [a,c]und]c,b]
Damit folgt

L,()<L, (y)+L, (7)< L(y)+L(y,)

=L <Ly)+L(y,)  ®

Umgekehrt liefern Zerlegungen Z,,Z, von [a,c]und[c,h]auch eine Zerlegung Z
von [a,b].Daraus folgt:

L, (Y)+ Ly, (v,) <Ly (Y) = L(yy) + L(y,) < L(y)

= L) +Ly)<Ly)  (©6)
Aus ® und (® ®)folgt die Behauptung.

Jede stiickweise stetig diffb. Wegy : [a,b] — R" ist rektivizierbar und es gilt
b L]
7(0}07

L= |
Ist durch y = f(x)eine stetig diffb. reelle Funktion auf|a,b], so erhalt man (iber
die Parameterdarstellung x = ¢, y = f(¢) die Lange des Graphen mittels

b
L:jlkufmfw
(Beweis der Rektifizierung siehe Literatur)
Es seiZ = {x,,...,x, }eine Zerlegung von[a,b|mitx, = a,x, =b. Ferner
seiy=(¥..7,) . Mitl, =[x, ,x,]folgt mit dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung

n 2

L,(y)= Z’j:\/z (7k (x) =7 (xifl))

=1

=1
mité, =(E"LE e,

L, (y)1aRt sich als Riemann-Summe auffassen. Fiir jede Folge (Z,) mit|Z,| — 0,

wobei|Z | die Feinheit der Zerlegung Z, ist, liefert dies



FuUr eine ebene stickweise diffb. Kurve mit y(7) :(

b L]

lim L ()= [roja

Nun gilt
L(y) = Sup Ly (7)

Es sei nun Z eine Zerlegung mit‘L(y) -L, (7/)‘ < g, dann wahlen wir eine

Verfeinerung Z,von Z,mit|Z, | < 6.
Man beachte

11— L(y)|< +|L,(&)— L, (V)|+ <3¢

£

L, ()= L(¥)

<&

I-L,(y)

<&

Aus der Beliebigkeit von £ > 0folgt die Konvergenz und somit die Behauptung.

% (@)

. (t)] te[a,blund x = 7;1 (¢) und

).;:: ;./2 (t) schreibt man das Bogenlangenintegral auch

Bsp.:

b [e2 42 b [¢2 o2 o2
L(}/)zJ- x+yd (in3DL(y)= I\/x +y +z dt)

Die Schraubenlinie dargestellt
X =rcost

y=rsins  hatfir dieze [0,S]Lange
z=ct

1
s -

L(7/)=J-(rzsinzt+r2coszt+cz)2d SJ.(r +c ) dt = S\r* +c?
0

0

Bogenlange eines Funktionengraphen

f:la,b]— R", f sei stetig diffb.
Parameterdarstellung x=t

y=1( tea,b]

Die Lange des Graphens ergibt sich mittels

Bsp.:

L= }]w/a+f'(t)2dt ®

(Kettenlinie)

Durchhangende Seile werden durch eine cosh— Funktion dargestellt und zwar



f(x)=h, +c(coshx_x° —1] ¢>0
C

Ihre Lange des Graphen zwischen x = aund x = bist nach®

b 2
L= I\/l+(sinhx xoj dx
c
! X, b-x, . a-x,
I cosh dx = ¢| sinh —sinh
c c

a

Flacheninhalte von Fldchen mit gegebenen Randkurven

J(x)
A

X9 Xy

Bekanntlich gilt
A= [f(x)dx

Stellen wir uns vor, dal® der Funktionsgraph von f durch eine stickweise glatte

Parametrisierung y = y,(x) x =, (t) gegeben ist. Dann gilt nach Substitution
Y12(x1)

A= [ fla@)0di= [y@x@d mity, @) =%;7.0) =

71(xo) ty

TG




Daraus wird klar:

Ist die Kurve eine geschlossene Jordankurve, die ihr Inneres im
Uhrzeigersinn durchlauft so ergibt das Integral

A= _[y(t);c(t)dt des Flacheninhaltes des eingeschlossenen

Gebiets.
Man sieht sofort, daf}

A= ]y(t) x(t)d = ]x(t) W0yt

0 fo

gilt.

Bsp.: (Kiesflaiche) Parametrisierungx =r-cost, y = r-sint, ¢ € [0,27]
Somit ergibt sich

2r

A=-— Irsinzt dt =r*costsint =r’ costsint

0

2r

2r

o7y Icostcostdt
%f_/

0 I-sin¢

= Irz sin’® dt = %(rZ(O) —rm)=—r'x

0

Bsp.: (Ellipse) x=acost, y=-bsint, te [0,27]

2w 2w
A= jabsinz = ab jsin2 tdt = abrm
0 0

Definition I11.11:

Es sei yein stiickweise glatter Weg mity : [¢,5] - R" und
¢ :[c,d] - [a,b]eine stkw. glatte Parametrisierungsformat. Damit
ist auch

§=y°9,als06(7) = y(e(7))
ein stkw. glatter Weg. Wir nennen in diesem Fall yund ¢
aquvivalent.

y(a)=06(c)



Satz Ill.12: Zwei aquvivalente Wege y und ¢ erzeugen die gleiche Kurve,

haben die selben Anfangs- und Endpunkte und haben die selbe
Bogenlange. isty geschlossen oder doppelpunktfrei so gilt das

auch jeweils furg . Des weiteren stimmer auch die Tangenten-
Einheitsvektoren in den entsprechenden Punkten Uberein, d.h.
esgiltmito=yop

T;()=T,(t), wobeit = p(r)ist.

Nochmals Flacheninhalte zu vorgegebenen Randkurven

Es seir = f(p)gegeben, wobei f stetig auf[p,¢, |ist.

Dann ist der Flacheninhalt eines Winkelsektors OBC
(wie skizziert) gleich

B 1 (4} 5
® 4 —Eq)!r((p) do

fur den schraffierten Flacheninhalt A4 gilt
L 2pp<adsa ”
— < <m_
3 m 2P , o9 , g
2 2

und somit giItrLsMgrL O
2 Ap 2 ,

Mit der Flacheninhaltsfunktion 4, = F(¢), die den Inhalt des Sektors OBP beschreibt
folgt aus den UngleichungenA¢ — 0

A Flp)=-
do 2
Der Hauptsatz der Diff.-und Integralrechnung liefert gerade die Behauptung ® .

Achtung bei der Ellipse!
Bei der Darstellung ® sind wir ausgegangen von einer Parametrisierung

x=r(p)cose

)= r@)sing v¢ o0
Diese Darstellung ist jedoch nicht aqvivalent zu
X=acos@
y=bsing
bei der Ellipse.

Kurvenintegrale

Betrachten wir den anschaulichen Fall » =3 . Die Kurve A

Besitzt in y(¢)den skalaren Funktionswert f(y(¢)). Zur {1/
Berechnung des Integrals _[fdt wird die Kurve durch die Zer-

y .
legung des Parameterintervalls z = {x, = a,x,,...,x,_,x, =b} ! !

m—1°>"m

in Bdgen tber/, ==[x,_,,x,] (1<i<m) 7




X

der Lange AS, = _[

;./(t)dt = ‘7.’(5[)‘|1,-| (& e I.)zerlegt. T
Mit X, g,
FENAS, = f(y(cf,.))‘%(f,-)

wird das Integral Uber dem i —ten Teilintervall approximiert, d.h. das Intervall durch
SZ.1) =2 S rENE

Diese Riemann-é::Jmme konvergiert mitm — « und
|7, > 0 gegen bjf (7(0)7./0)}0'1

Damit haben wir folgende Definition motiviert.

1]

-

Definition I11.13: D c R"offen, y :[a,b] > Dund f : D — R stetig

Dann heift [, fds = bj Flr@))

von f'langsy.

;./(t)dt das Kurvenintegral

Kochrezept

Zur Berechnung von [ = nydsin R"

1) Parametrisiere die Kurve mit
¥ = (7,0, 7,007, (1), a<t<b

2) Bogenelement bestimmen mittels Differentation
L] 2 L] 2 L] 2
dt = \/(;/1 (t)j +(g/2 (t)j +...+(7n (t)j dt

3)  Einsetzen: y(¢)in den Integranten £ (y(t))

ds = [y(0

ds = 7./(1) dt, Integrationsgrenzen.

4) Ausrechnen des bestimmten Integrals

= [flro)reld

20

Bsp.: Es ist die Masse M = J-pds einer Feder mit Massendichte p(x, y,z) = x> + y* zu
berechnen.



2cost
Dabei ist die Kurve gegeben durchy(¢) =| 2int |0<¢<6rx
3t
1) dito

1 |
2) ds=(4sin2t+4cos2t+9)5dt:(4+9)Edt:\/ﬁdt

61 (%4
3) I= J‘(4cos2 t+4sin”t)-V13dt = 4413 Idt = 24137
0 0

Satz: Es seiyein zusammengesetzter Weg, d.h.
r=197,..97,

Ferner gelten die Voraussetzungen des letzten Satzes.

Danngilt: [, fds= [, fds+ [, fds+..+ [, fis

Integration eines Vektorfeldes entlang einer Kurve A

IstZ ={x, = a,x,,x,,...,x, =b}des Parameterintervalls, A
so gibt es auf Verbindungsstrecke y(x, ,)und y(x, ) 7(b)
einen Punktzn, mit #(a) ¥

o(r(x))—o(y(x,.)) =0 @) r(x,) - 7(x,))

¥
y(x) i

y(x;)

und da

n

[o(y(x)) - @(y(x, )= 0(x,) - 9(x,)

k=

= o(y(x,))-o(r(x,)) Z(p(m Ny(x) = 7(x,.))

Seinun 7 =(z,,...,7,) irgend ein zu Z gehdrender Zwischenvektor und&, = y(z,).
Dann wird

>N = 7)) = Yo @) - 7(x,)

sein, wenn ¢’ und y “vernunftig” sind und Z fein genug.

—

Man erkennt, dass sich ¢(y(x,))aus ¢(y(x,))und ¢ mittels eines wohldefinierten
Grenzprozesses erkennen lasst.



Sei y:[a,b] > D R"und f:D - R"und S(Z, f) = if(y(fk))(y(xk)—ﬂxk_l))

k=1
Der Grenzwert von S(Z, /) mit|Z| — 0 wird mit ny - dx bezeichnit und das Wegintegral

von f'langs y genannt.

Dieses Integral laft sich als Summe von Riemann-Stieltieschen-Integralen
berechnen und zwar ist

[, 1= [1,(n0)-d,0

J=lq

Fir stetig diffb. y gilt

[,1-ac=3[1,00)-7,0dt = [/(0) -yt

J=la

Bemerkung:
L] b .
i) Mit 7(¢) = &emauen wir [, vdx = [(v(y(®)- T@))yeyde = [, (vT)ds
%/—/
‘y(r) e
ii) Analog zu i) kann man im R auch nur die Normalenkomponente betrachten.
0 1
Man definiert N(¢) ::( J T7(t) p
10 . :( ]
Man definiert den FluR vonvdurchy L» t
4‘yvdn=<{y(v-N)ds .
iii) Fir geschlossene Kurven schreibt man haufig N = _lt
{, fdsbzw.q  f-dx ’



Das Potential eines Gradientenfeldes

Analog zum eindimensionalen Fall liefert das Kurvenintegral das geeignete Mittel zu
einer Ableitung Af einer Funktion f'in mehreren Veranderlichen eine Stammfunktion

zu konstruieren. Das Analogon zu zusammenhangenden Intervallen in R ist im R" das

Gebiet.

Definition:

G c R"heildt Gebiet, falls G offen und zusammenhangend ist. (Man
beachte, G heildt offen, falls es zu jedem x < G eine £ —Umgebung

U,(x) < Ggibt.)

G wird als zusammenhangend bezeichnet, wenn es zu je zwei Punkten
x, undx,ausG einen stkw. glatten Wegy :[a,b] - G mit y(a) = x, und

y(b)=x,.

Satz: SeiG c R"-Gebietund V' : G — R" ein stetiges Gradientenfeld mit Stammfunk-
tion (v = Af).
Dann gilt fur jeden stkw. glatten Weg y mit Bild in G und Anfangspunkt y(a) und
Endpunkt y(b)

Beweis:

Beispiel:

[,v-dv=r(r®)- f(1(@)

b

J e = [, 57 Xis= @)= 4 )= 10)

a

b
t=a

Bei mehreren aneinander hangenden Kurvenstiucken ist dies fur jedes
Teilstuck anzuwenden. Es gilt:

[v-dx= £ ()= £ D)+ )= £ re))+
+ /()= f(r(x)) = f(y(®) = f(7(a))

2xy+z°

Das FeldE:R® — R’mitE(x,y,z) =| x*>+3z |besitzt das Potential
3z°x+3y

U(x,y,2) = —(xzy +xz° + 3zy). Es geltev = Vf, dann bezeichnet man

U =—f als Potential vonV .

Es gilt fr glatten Wegy zw. x, = (LL)und x, =(3,4,3)

[, Edx =~ ,VUdx =~(U(x,) - U(x,)) = ~(~ 471 (=5)) = 466

Das Integral ist Weg unabhangig.

Welche Eigenschaften besitzen denn nun Kurvenintegrale, wenn der Integrand v ein
Potential besitzt?



Satz: SeiG < R"ein Gebiet undve C(G,R")
Dann ist aquivalent:

Beweis:

i) vist ein Potentialfeld

ii) Far alle glatten Wege in G hangt J-vdx nur von Anfangs- und
V4
Endpunkt ab. (Man bezeichnet das Integral als wegunabhangig)
iii) Fir alle geschlossenen und glatten Wege yin G gilt

CJ-vdXZO

4

Bis auf(iii) — (i) sind alle Folgerungen einfach zu zeigen
Zux,x, < G definieren wir f : G — Rdurch

f(x)= ]vdx = Ivdx

mit beliebigen x, x, verbinden regularen Kurven inG .
Zu zeigen istnunVf =v.

f()c+hel)—f(x):)C J‘elvdxz j‘vl(x+tel)aft:vl(x+§el)-t1

(Mittelwertsatz der
integralrecnung)

Damit folgtal(x) =,
ox,
Jf

Ebenso—=v, i=2,..,n
ox,

1

Wann existiert nun zu einem stetig diffbaren Vektorfeldv: G — R’ ein Potential?

In der Umgebung eines Punktes erkennt man dies an der Symmetrie der Jakobi-

Matrix.

3 Vy,
J,(x) :[a%(x)] =| Vv,

Definition:

Beispiel:

J

Vv,

Ein GebietG < R" heilt einfach zusammenhangend, wenn jede
geschlossene, doppelpktfreie Kurve in G stetig auf einen Punkt in G
zusammengezogen werden kann, ohne dass G verlassen wird.

i) Jedes Gebiet G — R*“ohne Loch* ist einfach zusammenhangend
i) R*\{0}ist nicht einfach zusammenh&ngend

i)  R*\{0}ist einfach zusammenhangend

iv) R’ ohne endlich viele Punkte ist einfach zusammenhangend



D © O

Nicht einfach zusammenhangend einfachzusammenhangend

Satz: 2. Hauptsatz der Kurveninteqrale

Es sei G ¢ R"ein einfach zusammenhangendes Gebiet.
Ein Vektorfeldve CI(G,R")ist genau dann ein Potentialfeld wenn

avi _ avj

—=—1 (i,j=1,.,n)erfllltist, d.h.J (x)=J, (x)
ox; ox,

Diese Bedingung wird auch als Integrabilitdtsbedingung bezeichnet.

Beweis:

Beispiel:

Mit dem Satz von Schwarz folgt ausv = Vf die Symmetrie der Jacobi-
Matrix.
Gegeben sei nun vonJ (x)=J (x)" Vxe G.

Zu x < Gund zu jedere —Umgebung U, (x) < G kbnnen wir mit
1

S = [y + 80 =x0))x = x, )t G
0
explizit ein Potential zuvangegeben.

U

£

Hier fur

Vf = J-V[V(xo +1(x _xo))(x xo)]dt = J-[t : JvT (70)) (x—2x,)+ V(7(Z))]dt

7(0)

= [l =l O = v -0 = v

Fir beliebiges x e G wahlt man als Integrationsweg y einen Streckenzug.
Es bleibt zu zeigen, dass f(x) nicht vom gewahlten Streckenzug
abhangt, was wir jedoch nicht beweisen werden.

Die aufG = R*\{0}definierte Funktionv(x,y)=— ! - (_ yj erfiillt auf
x +y x

ganz G die Bedingung% = aaﬁ es existiert jedoch kein Potential. Nach
X X

obigem Satz miiite 4Tvdx = 0 sein. Auf dem Kreis y(¢) = (cos¢,sin )

(0<tr<2rx), 7./(t) = (-sint,cost)

2z _ —Sil’lt 2
v = j( yoor j( sz: [ar=2m20 é
—sint, cost )\ cost ;
%K_J

0

70



Bemerkung: ImR’istJ (x)=J" (x)gleichbedeutend mit

9

ox v,

0
rotv=Vxv=| —|X|v, [=0

dy

0 Vs

3z

Wie bestimmt man im praktischen Fall(n = 3)ein Potential zu einem gegebenen
Vektorfeld?

A) Methode mit Kurvenintegral

1.Schritt: Besitzt ve (G, R® )ein Potential?
rotv # 0 flr ein x e G = kein Potentialfeld = fertig!

2.Schritt: G einfach zusammenhangend und rotv =0
Man wahltx, € Gfest und zu jedem x e G eine geeignete Kurve yinG

die x, mit x verbindet.
f:G—>R,f(x)= Ivdxeine Stammfunktion

4

Bem.: Einfache Wege sind der Streckenzug von x, nach x oder stkw. parallel zu den
Koordinatenachsen verlaufende Streckenztge.

B) Ansatzmethode

Man |0st die drei partiellen Dgl. Vf' = v, d.h.
o _ o Jf

= 1’—: 2,—: 3

ox, ox, ox,

1.Schritt: 1stG einfach zusammenhangend?
Wenn ja, kann mitrotv=/¢0 entscheiden werden, obvein Potential

besitzt.

2.Schritt: (In der folgenden Vorgehensweise kann die Integrationsreihenfolge
nach x, y, z beliebig vertauscht werden)

fGp,2)=J, (x,y,2)dz+c(y,z) @
wobei die Integrationskonstante von y und z abhangen darf

3.Schritt: £y =2 [v(x, y,2)dlx +2 ()=,
’ dy dy



4.Schritt: Unbestimmte Integration nach y liefert mit

0
¢ (n2)=g(n.2)=v, - Iaiyldx

c(y,2) = [g(y,2)dy+d(2)
daher hangt die Integrationskonstante d von z ab.
Einsetzen in ® liefert

S@y.2)= [v(xy.2)dx + [g(r,2)dy +d(2)
5.Schritt: Differentation nach z liefert

0 0 0 !
£.063,2) == [w (3, 2)dx +— [2(r, 2)dy +—d(2)=,
0z 0z 0z

, d d
d'(@)= v = [vi(xp2)dv == [2 (0, 2)dy

6.Schritt: Unbestimmte Integration nach z liefert
h(z)=d'(z)undd(z) = j h(z)dz
und somit
f(x,y,2)= Ivl (x,y,z)dx + J-g(y,z)dy + Ih(z)dz

gy,z)=v, —% J-vldx, h(z)=v, —aa (J-vldx+ Igdy)

4



Einfache Form des Kochrezepts zu Methode B)

¢!
Gesucht: SmitVf =| v,
V3
1) PrifeJ,(x)=J,(x)" (xe GcR?)
Wenn ja, fahre fort mit 2, ansonsten fertig!

2) Bestimme a(x, y,z) = Ivldx

_da(x,y,z)
dy
Falls 5, von x abhangt — Rechenfehler!

3) Bestimme b (x,y,z) =v,(x,,2)

4)  Bestimme b(y,z)= [b,dy

da(x,y,z) db(y,z)
0z 0z
Falls ¢, von x oder y abhangt — Rechenfehler!

5) Bestimme c_(z) =v,(x,y,z)—

6) Bestimme ¢(z) = .[CZdZ
S(x,y,2)=a(x,y,z) +b(y,z) + c(2)

y? cosx
Bsp.: G=R’,v(x,y,z)=|2ysinx+e**
2ye
—y’sinx 2ycosx 0
1.Schritt: J,(x)=| 2ycosx 2sinx 2e* |(Diagonalelemnte
0 20 4ye*
mussen nicht berechnet werden)
2.Schritt: a(x,y,z)= Iyz cosxdx = y* sinx

3.Schritt: by(y,z):2ysinx+ezz —2ysinx =e**
4.Schritt:  b(y,z) = [e¥dy = ye*
5.Schritt: c.(z)=2ye” —0-2ye*”* =0

6.Schritt:  c(z)= [e.dz=c

y? cosx
f(x,y,2)=y’sinx+ye” +c, Vi (x,y,z)=| 2ysinx +e*

2z

2ye



3x

. 3 0 O
Bsp.: y=|3ysinx J, (x)=
0 3ycOsx ... ..

Hier testen wir nicht die Symmetrie vonJ (x)!
3
2 a(x,y,z)= |3xdx==x*
) axy.o)=| :

3) b,(y,z)=3ysinx—0 é b, (y,z) hangt von x ab!

Fertig! Es existiert
Kein Potential zuv!

Integration in ebenen Bereichen

Welche Bereiche kann man einen Flacheninhalt zuordnen?

A
M < R’*beliebige beschrankte
i L Punktmenge
&<
(
\
)
N
— >
2% keN

Seik e N . Durch das Gitter achsenparalleler Koordinatenlinien x = n-27* wird die

(x.y)—Ebene in Quadranten mit dem Flacheninhalt2™ zerlegt.

s, (M) =Flacheninhalte aller Quadrate, die ganz (einschliel3lich des Randes)in M
liegen

S, (M) =Flacheninhalt aller Quadrat, die mindestens einen Punkt in M haben

Folglich gilt: s,  M)< S, (M),s,(M)<s,,,(M),S,,,(M)<S, (M)

S, <c: ss(M)sS,(M),s, (M) <s,,,(M)=monoton wachsend
5, (M)< S, (M)<S,(M)=(S,),., beschrankt
Folglich existieren die Grenzwerte
F,(M) =lims, (M)

F,(M) = lim 5, (M)

Definition: ~ Ein beschrankter Bereich heil3t Riemann-messbar, falls F,(M) = F,(M).
In diesem Fall ist F(M) = F,(M)(= F,(M))der Flacheninhalt von M .



Bemerkung: M = {(x, y)‘(x, e lol],x,xe Q}
EsqiltF,(M)=1,F,(M)=0
= nicht Riemann-messbar

Satz: Ein beschranktes Gebiet (Gebiet;offen, zusammenhéngend) G  R* mit
stickweise glattem Rand besitzt einen Flacheninhalt
F = }{in&sk(G) = }{in(}Sk(G)

Definition:  Ein Bereich aus R*heil3t regular, wenn
i) der Rand dB stkw. glatt ist

ii) das Innere B|aB ein nicht leeres, beschranktes Gebiet in R*ist
iii) B abgeschlossen ist.

(v )e B

Netz regularer Bogen zerlegt B inn Teilbereiche B,
5(B,) = ip}f{Bi cU,(x),xe B, }
0(B,) Durchmesser von B,, Flacheninhalt von B, ist AFli

Wir definieren die Riemann-Summe
S, =3 ey 8F, (@y)eBas<i<a)
i=1

Es sei B c R*regularer Bereich und 1 : B — R beschrankt. Dann konvergieren bei
standiger Verfeinerung unabhangig von den einzelnen Zerlegungsfolgen und den
gewdhlten (x,, y,) € B,die Riemann-Summe gegen einen festen Grenzwert. Die
Verfeinerung erfulle

5. =max{d(B,)l<i<n}—>0 (n— o)
Der gemeinsame Grenzwert wird mit IdeF bezeichnet und heil’t (Gebiets-) Integral
von f Uber Bund dF das Flachenelement.



ZIC)

JufdF = Jim ">l v aF,

Oina i=1

Satz: Fur das Gebietsintegral gelten( f.g : B — R beschrankt)
) [slof+ Be)dF =af, fdF + B[ ,2dF (@ BeR)
i) o) <gy) ((ny)e B)= [, fdF < [, gdF
iii) J'deF = IBI fdF + J'Bz fdF | falls B durch eine glatte Kurve in zwei
Teilbereiche B, und B, zerlegt wird.

Mittelwertsatz: Sei B zusammenhangend und abgeschlossen. Dann gibt es zu
jeder stetigen Funktion f': B — R einen Punkt(x,y)e B mit

[ faF =1 (x.y)[ ,dF

Berechnung des Flachenintegrals

Unter einem Normalbereich bzgl. der x —Achse versteht man eine Menge B c R’ der
FormB ={(x,y);a < x < b,p,(x) < y < 9, (x)}, wobei g,, p, stetig Funktionen auf[a,b]sind
mitg, (x) < g, (x) (xe [a,b])

A A

y y
i+
®®
? g, ® v, 78
Ju
I I » x X >
a b
Normalbereich bzgl. x — Achse Normalbereich bzgl. y — Achse

Satz: Ist f stetig auf dem Normalbereich B  R*bzgl. derx—Achse in®, so haben
wir

a\ ¢ (x)

b ¢(x)
J s S (X, )dF = pr j f(x, y)de



Analog gilt fur® ®

b @ (x)
I s S (X, y)dF = j[(p j f(x, y)de

o1 (x)

a

Beweis:

| —
a b

MitB, ..., B, ,berechnen wir die Rechtecke in der k —ten Spalte mit Breite Ax. Mit

(XZ > kik )E Bik bilden wir

® Zf<xzakiZ)Ay Ax

k=1

02 (x;)

die von M0 jf(XZ,Y)dy
@ (x)

S, = Zf(x;‘,y;" JAF, (siehe oben)
i=1
nur die Anteile in den Randstreifen unterscheidet. Fiir (Ax)* + (Ay)> — Ostrebt dieser

Unterschied gegenO.
Die innere Summe strebt furAy — 0gegen

@, (x;)
[t vy
o1 (x;)
Beim Grenziibergang (Ax)* + (Ay)* — Ostrebt als Doppelsumme gegen
b‘ ®,(x)
[l [reyay |ax
a \_¢,(x)
A




>

Bemerkung: Der Normalbereich B sei durch mehrere achsenparallele Linien in
mehrere Normalbereiche B, ..., B, zerlegt. Dann gilt mit der Additivitat

des Integrals und obigem Satz

[ s fdF = [, fdF +...+ [, fdF

X @, (x) X, @,(x)
= J- J-f(x,y)dydx+ ot I If(x,y)dydx
% ¢1(x) %o @1 (%)

Bemerkung: Zerlegung von B in Normalbereiche ist nicht eindeutig
Ist B sowohl ein Normalbereich bzgl. der x — Achse als auch der
y —Achse,

B={x1)eR :asx<b,0,(x)<y< ()}
={xeR c<y<dp()<x<o,()}

)
N
>

b ¢(x) d( ¢,(x)
Dann gilt [, f(x, »)dF = || [f(x, y)dy]dx = [re y)dedy

a\ ¢ (x) c\ @(x)

Far Rechtecke
R:={(x,y)e R’ :anSb,cSySd}
gilt nun

[ W fdF = [ [ (e p)dydx = [[£(x, y)dxdy

Satz von Fubini :

Ist £ auf R integrierbar und existiert
b
g = [fydx  (velab)
So ist g auf|c,d]integrierbar, und es gilt

[efyar = | f(w)dx]dy

c a



Satz uber die Vertauschung der Integrationsreihenfolge

b
Ist die Funktion f auf R = [a,b]x[c,d]integrierbar und existieren _[f(x, y)dx
d a
und If(x,y)dy (xe [a,b])s0 gilt
‘ bd d b
[ e saF =[x y)dyax = [ [ 1 (x, y)dxdy

Bemerkung: Die Voraussetzung des Satz sind erflllt, falls 1 stetig ist.

Bsp.: &
B
g
1
0, (x)=0
P,(x)=0 ! y=xGerade
1 x 1 2!

(l :jJ-deFz IIldydxzjxdx =X =
2 0 ; 2|, 2

1y 1 2 |* 1 .3

_ Xy X 1
IByxdF —J(nydydx —J[TO dx = (!?dx_g

vim=y w,(y)=1
vi(»=0 w,(y)=1-y

[ 51dF = ljljuxdy
0y

—
-y

A

[sfdF =[, fdF = [, faF ={, fdF

(vele.d)



Satz von Green (Gauldscher Integralsatz in der Ebene)

Sei B c R”ein regularer Bereich, dessen Rand dB aus endlich vielen,
geschlossenen, stickweise glatten Bogeny,,...,y, . Die Bogen seien so
parametrisiert, dal} B stets links zur Durchlaufrichtung lliegt.

Jvd;c = J-vd;c +..+ Jvd;c

dB % Vu



Satz von Green (1793-1841)

Es seiD c R*offen, B — D und 9B wie oben beschrieben.
Dann gilt fiir jedesve C' (D, R?)
PSR
ox dy 3

Bew.: Betrachten wir zuerst den Spezialfall v, (x, y) = 0und B ist ein Normalbereich
bzgl. der x —Achse.

Der Rand besteht aus 4
t
t)= <t<bh
70 ((01 (t)J ¢ 2 ?,(1)
b s >/
7,(0) = t] (pl(b)StS(pz(b)
V2
7, (1) = ! j a<t<b h
@, (0) | Pl
4 | >
y ()= tj ¢ (a) <t < @,(a) a ?,(t) b
wobei y,, 7, entgegengesetzt durchlaufen werden
Mitv, = 0gilt
J-vd;cz Ivld;c+ J-vld;c— Ivld;c— J-vld;c
B 4! 72 73 Va
b
= Ivl £, ())dt +0— [v,(t,0,())dt -
) -
= [v(L. o )dt = [v, (.0, (1))t
b @y(x)
:_I( | M, dy]d = J'—dF
oo
Eine analoge Betrachtung liefert fur einen Normalbereich bzgl. der y — Achse
mitv,

J-BB vdx = Iavz

Man beachte nun, dal} sich jeder Normalbereich bzgl. der x—Achse in
Normalbereiche bzgl. der y — Achse zerlegen a3t und umgekehrt

A
AN




Da die Kurvenintegrale uber die Hilfslinien umgekehrtes Vorzeichen haben,
heben sich diese auf.
Durch Addition der beiden Spezialfalle ergibt sich die Behauptung des Satzes.

Bemerkung: Mitv, =0,v, = xbzw.v, =—-y,v, =0 ergibt sich der Spezialfall

Isz J-xdyz J-—ydle J-xdy—ydx
B 0B 0B 233

Satz von Green: Esseiue C*(D,R)

J-a—uds a—u=Vu-n

Dann gilt J'AudF =
; on on

n

Beweis: Wir setzenv, = —3—” undv, = g—u Dies liefert
X

o, v _du du_
ox dy ox® oy

Mit dem Green’'schen Satz erhalten wir nun

du
ou du a_x y(s)
AudF = |—-—dx+—dy = . lds =
é[ B! dy ox B]S[ o (— (s)
— =n

stets nach aulden
weisende Normalvektor

0
= a}l;Vu ‘n-ds= a-l;a—:ds

Bemerkung: Seiue C*(D,R). GiltAu(x,y)=0V (x,y)e D,
dann folgt Ia—uds =0
s on



Beispiel:
Bestimme ja In(x* + y*)/0n ds
0B

, ) 2x 2y
Es gl|tAln(x2+y2)=le( R 2]:
X +y. xT+y
_o| (P yH -t 4yt -2y
(x* +y°) (x* +y?)’
2.A4bl. 2.Abl.
Liegtxe D. Dann gilt
2 2
Ialn(x +y )a’s=0

=0far(x,y)#0

55 on

Seixe D
g 2 2 2 2 2
CLLCRa% R L Gkl FAN LG
9B al’l /4 al’l JBUY 8n
=0
y(t) = g( CO,S(I) J te02r]
—sin(?)
2 2
fir (x, y) = y(¢) g”tw — 2
£

Damit folgt

2 2 2
Iln(x” +y7) , jidz —4x
on Je

0B



IV Flachen und Flachenintegrale

Unter Flachen stellen wir uns dunne Platten vor, die auch verbogen sein durfen

Av AZ dreidimensional

> U >y

Definition:  Es seiD < R*offen und messbar (d.h. wohl def. Flacheninhalt). Unter
einem Flachenstlck versteht man den Wertebereich einer stetig diffb.

Abb. ¢: D — R*. Dabei wird vorausgesetzt, dass rang(Vé(u,v)) =2
((u,v)e D) .Die Abbildung¢, wie auch ihre Funktionsgleichung

x = ¢(u,v) nennt man eine Parameterdarstellung des Flachenstlcks
oder auch Flachendarstellung.

u,v heillen die Parameter des Flachenstiicks und D der zugehdrige
Parameterbereich.

Die Parameterdarstellung x = ¢(u,v) erhalt mit den Komponentendarstellung

X ;(u,v)
x=|y 9w, v)=|yu,v)
z z(u,v)
die explizite Form
X(,v) X
;(u,v) sowie: ¢(u,v) = Z y_v
E(u,v) z, z,
x, x,
Qu = yu ’?v = yv
[ — | == —
1.4b1. z 1.4bl. z

u v

Nach Def. hatV¢(u,v)in Dden Rang 2, d.h.gu und stindv (u,v) e Dlinear abhangig.

Somit gilt
¢ xp #0 inD



Die von 3 und 9 aufgespannte Ebene durch den Flachenpunktg(u,v)ist die
Tangentenebene mit der Parameterdarstellung
x=0u )+ w.v)+up (wv) (AueR)
und
x=A¢ (u,v)=A¢ (u,v)
nennt man Tangentialebene.

Der auf der Tangenten- und Tangentialebene von ¢(u,v) senkrecht stehende
Einheitsvektor

9,%9,
0, +9,

heil3t Flachennormale.

n=

Fir ein regulares Kurvenstick T'(7) = (u(1),v(?)) te [a,b]im Parameterbereich Dist das

Bild y(¢) = q)(F(t))eine regulare Flachenkurve, deren Tangentenvektor }./(t) = ¢_)u I:H- ¢_)v
In der Tangentenebene liegt.
A A

D

Die Bogenlange s(¢) = ﬂ;./(t) dt ergibt sich

~(0,i+0,5) (o, iﬁ@i}[@ﬁ@v}tw[za+¢_>v}it%+{z>u+¢_>in5

7]
=FE =F =G
u 1 0
Beispiel: pw,v)y=| v |, Vo= 0 1
g(u,v) g, (u,v) g,(u,v)
o g 1 — g
.72, T |78 |.n= -g,

1 V1+gu2+gv2 1

E:1+gu2’f:gu.gv’G:1+gv2



Flachenintegrale

Ein Flachenstlck F bezeichnet wir als doppelpunktfrei, wen es mit einer
Parameterdarstellung¢ : D — R’ beschrieben werden kann, die eineindeutig ist auf
ganzD.

Flacheninhalt

Motivation: Essei F:¢: D — R’ein doppelpunktfreies Flachenstlck.

Der Einfachheit nehmen wir an, dass D ein achsenparalleles Rechteck sei

A
v

// 0, Q)

D sei in Teilrechtecke 0,,...,0, zerlegt. Wenn Rechteckzerlegung fein genug ist,
haben ¢(Q, ) Parallelogrammgestalt. IstQ, ein Teilrechteck in D mit den Seitenlangen

AuundAvundu, = (u,,v,) sei der linke untere Eckpunkt von Q,, so hat¢(Q,) beinahe
die Gestalt des Parallelogramms, welches von
O(u; + Au,v;) = P(u,v)
und
P(u;,v; +Av) = @(u,v)
aufgespannt wird.

O(u,,v, +Av)

O(u; +Au,v,)

P(u;,v;)

Die Vektoren sind ungeféhrq_)u(ui,vi)Au bzw. ¢ (u,,v,)Av FUr den angenahrten
Flacheninhalt|Ad,| von ¢(Q,) gilt
|A5i| =0, (ui,vi)x¢v(ui,vi)|AuAv




m

> [0, v )%, (v Aury - @

i=0

Als Naherung fur den Flacheninhalt von F erhalten wir

Wir sind also motiviert in® (Au)* + (Av)*gegen Null streben zu lassen und so zum
Integral Gber zu gehen.

Definition:

Als Flacheninhalt eines doppelpunktfreien Flachenstiicks F: ¢ : D — R®
definieren wir die Zahl

A(F)= [1d6 = J\g (1, V) X (,l_)v(u,v)‘d(u,v)
F D
Der Ausdruckdd = ‘q_)u(u,v)xq_)v(u,v)‘d(u,v) wird gelegentlich als
Flachenelement bezeichnet.
Bsp.: Kugeloberflache

X FCOSQCcosoO

K:| y|=|rsingpccosd pel0,27] 56{—%,%}
z FCos @

4K)= | [0, p.6)x0,(p.6asitp

—rsin@cosd) (—rcos@sind
:” Fcos@Qcosd |X| —rsin@sind |dode
0 rcoso

—r’cospcos’ &

1
rsingcos’ & dodp =r’ J-J.(cos4 8 +sin’ § cos’ 5)5 dodo
r’sindcosd

2

2
]
0

—_ 3

\cos 8|dod g = 4mr?

SRR



Oberflachenintegral einer skalaren Funktion

Definition:  Es seiF :¢: D — R*ein Flachenstiick und f: S — RmitF c S c R*eine

stetige Funktion. Dann bezeichnet man
Jrds = [1lpwnle, o | dw.v)
F D ’

als Oberflachenintegral von 1 Uber F .

Motivation: D sei der Einfachheit wegen als Rechteck vorausgesetzt. Wie bei
Flachenberechnungen sei es in Rechtecke Q, ..., 0, zerlegt. Damit ist

in ,Maschen” f(Q,) aufgeteilt.
Der Flacheninhalt einer Masche ist ungefahr
AS, =|p x¢ )AuAv

=vl(u,y

(u,,v,)e O,, Au, Av Kantenlangen von Q,
Folglich liefert die Summation Uberi =1....,nvon

f(Q(“iaVi)'A5i
und anschlieRender Ubergang zum Integral das Oberflachenintegral in
der Form J' f(x)do
F
Bsp.: Auf der Einheitskugel mit der Oberflache
X ¥ COS @ COS O
k:|y|=|rsin@cosd (pe[o’zﬁ]’ée{_z’g}
. 22
z rsin @

sei eine Ladungsdichte f(x, y,z) = z> gegeben.
Wie grol} ist die Gesamtladung?
e Parametrisierung von k ? (gegeben durch Aufgabenstellung)

e Bestimmen von (,7_)(1_) “ und‘(;_)u X?V‘

FCOS P Cos O
#(,6) =| rsingcosd
rsin @
‘Qw X?(s‘ = r2|cos 5| (s. letztes Bsp. ,Berechnung der Kugeloberflache®)

e Parameterintegral berechnen
T
2

]

—_— [N

[reods= T zj oo, 5)).‘(;_;” xg_)v‘d&z’go =r? [ [r*sin® 5cos dldddg

2

N

T

. 3 E
r2sin® 8 cos XM :2r47t-[sm3 5} = 2‘%%

T

—_ [N

=r'2r

|
SRR

2



Transformationsformel fir Gebietsintegral

A A
:(u(ﬁ,n)]
v(&,m)
>
S D=y(S)
Pg > u
Es gilt fur stetige Skalarfelder f die Transformationsformel
du(&,1m)  Ju(S,n)
_ ¢ on
Djf(u,v)d(u,v) - ij(u(ﬁ,n),v(i,n))det WEM e [1EM
& on
Bsp.: A
nl v
‘ ®,(u)
\\kk\ u(é,m =381~
VNN v(&,m=n
. AN .
s 0
Sei f(u,v) =u’
e , S
jf(u W)d(u,v) = H dvdu = j(l w)u du—[?—jl =77
[Fdten = [rlucm.é n)‘ 7 g‘d(é,n) =

= jéz(l—n)z(l—n)d(é,n)=H§2(1—n3)3d§d77=
_l 2 _l N3 _l (1- 77) l _l _L
= [grag-Ja-n dn—3[ ) } 3(0 4j_12

Definition:  IstF :¢: D —> R*ein Flachenstiick undv: S — R*mitF < S  R*ein
Vektorfeld. So nennt man |vdd = J-V(Q(u,v))-(Qu(u,v)xgv(u,v)):l’(u,v)das
b

F
Oberflachenintegral des Vektorfeldes v uber das Flachenstlick F . Dies

wird in Anlehnung an die physikalische Bedeutung bzw. Motivation auch
als Fuss vonvdurch F bezeichnet.



Motivation: v Geschwindigkeitsfeld einer stationaren Stromung
V- (Qu (u,v)xgv(u,v))d(u,v) = det(v,?v,(éu )d(u,v) ist das Volumen, welches
pro Zeiteinheit durch do stromt.

A

— >

Somit ist I\_zdédie Flussigkeitsmenge, welche pro Zeiteinheit durch F zu der
2

durch n ausgezeichneten Seite stromt.
Mit dem Normalenvektor

keinBetrag=> hatRichtung
unddd =@, x¢,|d(u,v)folgtdd = (¢, x9,) d(u,v)=ndS
Damit schreibt sich das Integral auch in der Form
jydé = |v(x)ndS

F F

Wie oben erwahnt, giltv-(g_bu xq_)v): det(v,q_)u,q_)v)und somit auch
J-ydéz J-det(v(g(u,v)),gu (u,v),gv(u,v))d(u,v)

Ist 7 eine Flache aus Flachensticken F.,..., F, zusammengesetzt ist. So

definiert man als Flachenintegral einer skalaren- als auch vektorwertigen
Funktion Uber F durch die Summe

j:z fi.

i=1 F,

Transformationsformel fiir Oberflachenintegrale eines Vektorfeldes

Wie verhalten sich Oberflachen-
Integrale unter Abb. S ?

Satz: Es seiF : x0¢(u) (ue D)
ein Flachenstiick undv: F — R’

ein Vektorfeld auf F' .
Durch einen Diffeomorphismus S : F — F*(y = S(x)) mitdet(VS)# Owird F in einem




Flachenstlick F* : y = ¢" (u) = S(¢(u)) (u € l_))transformiert
ygeht berin v': F* — R*definiert durch

o« VS(x) ool
v (Z)_—det(VS(x))v(x) mitS™ ()

Mit der Umkehrabb. T =S™'F* — F()\c = T(X))kann man das v’ (y)auch so schreibt

v =(detVT)VT) 'voT

Damit gilt die Transformationsformel
[v0ds = [v()ds" mitds =(p, %, (u,v)
F F*

Transformationsformel flur Oberflachenintegrale von Vektorfeldern

v(x)
—
4—

X Y

Jrds= [ (s
v =det(JT)-(JT) 'voT

X
2

Bsp.: Gesucht istf y ldJ , wobei E die Oberflache gegeben durch x* + y° +ZT =1

Flz

Man sieht, dal’ £ die Oberflache eines Ellipsoids ist, welches sich durch die

X
Abb.T(x,y,z)=| y |aus der Einheitskugel ergibt.
2z
X 1 00
v(ix,y,2)=|y|,JT=[0 1 0],det(JT)=2
z 0 0 2
1 0 0| x 0 0 X X
vi()=2:(0 1 0| y|=l0 2 0|y |=2yp
0 0 % 2z 0 0 1)\2z z



Parametrisierung durch Kugelkoordinaten

CosQcosd
@ (p,0)=| sinpcosd | (andere Version als sonst)
sinod
—sin@coso —cos@sind
@, =| cospcosd @; =| —singsind
0 cosd
cos@cos’ &

x¢ ' =|singcos’ &
cossin &

n 2
X 2e s [COSPCOST) [cosgcos” &

X
J-y dé=2-|| y é*=2J-I singcosd |-| singpcos® O |ddde =
0
Z —
2

E z K

sin o cossin o

= 2J-J.cos2 @cos’ 0 +sin’ gcos’ +sin’ & cos pdddp

cos> § +sin’ § - cos @ = cos

2r
=2 J-cos odo
0

Der Stockesche Integralsat

Satz von Green: J.y(x)dz =J-r0ty(§)d§
oF I
Zirkulation: v:M — R’sei ein stet. diffoares Geschwindigkeitsfeld einer stromenden
Flussigkeit in der offenen Menge M c R’
In M betrachten wir eine geschlossene orientierte Jordankurve y, die wir als stkweise
glatt voraussetzen.
Das Kurvenintegral Ix_z(;_c)d;_c nennt man Zirkulation vonvrings der Kurve y .
V4
Die wird durch approximierende Riemann-Summen Z‘—’(xi )Vx; motiviert.

Jeder Summandv(x,) - Vx,ist eine Geschwindigkeitskomponente in Durchlaufrichtung
der Kurve.

Die Summierung gibt ein Mal daflur an, wie stark die Kurve umstromt wird, d.h. wie
stark die Flussigkeit langs der Kurve ,zirkuliert®.

Wirbelstarke: In obiger Stromung mit
Geschwindigkeitsfeldv: M — R*betrachten wir ein stkw. glattes und einfach
zusammenhangendes Flachenstlck £ und berechnen die Zirkulation entlang der
Randkurve oF .

fz(J_C)dJ_c

oF
Die mittlere Wirbelstarke erhalten wir, wenn wir durch den Flacheninhalt A(F)teilen.



1
ACF)
Um nun den Flacheninhalt in einem Punktx, € F zu erhalten, liegt es nahe, F undx,

zusammenzuziehen. Dabei nehmen wir F als eben an. (Flachennormale bleibt
unverandert)

v(x)d x

Definition: ~ (Wirbelstarke) Es seiv: M — R’ (M c R%ﬁ“en)stetig diffbar. und x, ein
Punkt aus M .

Der Grenzwertw, (x,) = lim _[y()_c)d)_c heil3t Wirbelstarke vonvinx, .
[Fl=0 A(F) ,

F
|F| symbolisiert den Durchmesser von F und A(F) seien Flacheninhalt.

Existenz des Grenzwertes ergibt sich aus Greenschensatz. O.B.d.A. sei F parallel zur
x — y—Ebene, parametrisiert durch x und y selbst, wobei die Randkurve oF das

Flachenstuck positiv umlauft. Mit

7 () Vi
oOF :y(t)=|y,(t) |,a<t<b,v=|v,

75(0) Vs

erhalt man
[vdx = [vly@) vt = [, (70)- 7,00 +v, () 7, (03t =
oF a a
v, _ov N (AL pa

= aFvla’)chvza’y —F . & ]d(x,y) = A(F) ( ™ ayj (x7)

mit geeignetemx” € F

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung existiert ein solchesx™ € F'.
Dividieren durch A(F) und Kontraktion von F auf einen Punkt x, liefert die Wirbelstarke

0
w,(x,) = (Vz,x Vi )(xo)mit” =10
1

Berechnung der Wirbelstarke:

Nun betrachten wir den allgemeinen Fall, dal} das ebene Flachenstick schrag im
Raum liegt.
A F wird als kleines Dreieck[4, B, C]gewahlt,

C das mit dem Pkt. D ein Tetraeder mit den
Seiten F, I, F,, F_bildet, wobei die Seiten

F, \FX F,,F,,F,rechtwinklig zur x—,y —bzw. z —
T i_, Achse liegt.
T

A F

z




( Da die Existenz des Grenzwertes gesichert ist, ist die Form von F beliebig wahlbar.)
Mit den skizzierten Umlaufungen der Flachenstlcke des Tetraeders folgt fur die
entsprechenden Kurvenintegrale

[vdx= [vdx+ [vdx+ [vdx
oF dFx oFy oFz
da sich die Integralteile tiber die Kanten[4D],[BD],[CD]wegheben. F_liegt parallel zur
x—, y—Ebene, also folgt aus obigen Untersuchungen
IZdE = A(Fz)'rs mit ry = (Vz,x _Vl,y)
oFz
und analog

J-‘_’dlCZA(Fy)'rz mit 7, :(Vl,z _Vs,x)
oFy
JYdLCZ A(Fx)'r1 mit 7, :(Vs,z _Vz,x)

oFx

Addition liefert:
L (g AD  AE) A
AF) - = AF) A(F) A(F)

I3

A(Fx) == A(F)cosx cosx
Es qilt aber< A(Fy) = A(F)cos B n=|cosf
A(Fz)= A(F)cosy cosy

wobeia, S,y die Winkel zwischen den Flachennormalen » und den positiven
Koordinatenachsen.
Zieht man F auf einen Pkt. x,zusammen, wobei n konstant bliebt, so erhalt man

n

‘li‘m Ty vdx=n-|r,
F|—0 F
XoF ( ) oF ]/'3

Den Vektor(r,,r,,r,) bezeichnet man als Rotation vony, d.h.

v3,y - v2,z

roty =| v, —V,
Voxr =V

X sV

%x Vi

Man beachte: roty = %y X| v,
0 %
Vo) "

Satz: Fir ein stetig diffb. Vektorfeldv: M — R’ist die Wirbelstarke inx, € M gleich

w,(x,) = lim L vdx =n-rotv(x)
FI=0 A(F) 5

xoeF

Man bezeichnetrotvals Wirbelfeld zu v .



Bemerkung: Obige Formel auf Stromungen eines Geschwindigkeitsfeldes v
angewandt macht folgendes klar:
rotv(x,)gibt die Richtung der Rotationsachse flr lokale Wirbel um x, an.

Fir die Rotationsbildung rotv gelten die folgenden Rechenregeln, dabei
seienv, w stetig diffoar und A € R. (@ zweimal stetig diffbar)
rot(v+w) = rotv+ rotw

rot(Av) = Arotv

x %x X 0
rot(x)=rot| y |= %y Xy|=[0]=0
z 0

Ve

ax (Dx (Dzy - (Dyz
X (Dy = (sz - (sz
§02 ¢y2 - ¢xy

SN

rot(grade) = 9

Il
[

IS

dy
0z

NN

Idee des Stokesschen Integralsatz

In einer Strémung mit Geschwindigkeitsfeldv: M — R’ (M - R%ﬁen)denken wir uns

ein einfaches Flachenstick F c M . Es soll die Zirkulation um das Flachenstick aus
den Wirbelstarken auf F berechnet werden. Dazu zerlegen wir F' in endlich viele
,Maschen“F,

[vdx=3" fvdx

oF i OF,
Sind die “Maschen” klein genug, so ist nach obigen Betrachtung jeder Summand der
rechten Seite ungefahr

n, -rotv(x;) A(F,)
mit einemx, € F,und dem Normalenvektorn,inx,. Somit folgt

[v(x)-dx = nrotv(x,)- AF)

oF i
Greanbergang|E| — 0 motiviert schlieBlich den Stokesschen Integralsatz:

Satz: (Stokesscher Integralsatz)
Es seiv: M — R’ (M c R3oﬁ‘en)ein stetig diffbares Vektorfeld und F ein
stuckweise glatt berandetes Flachenstuck in M . Dann gilt
[vx)dx = [rotv(x)-ds

oF F

In Worten  Die Zirkulation entlang einer Kurve die ein Flachenstick umschlief3t ist
gleich dem Integral Uber alle Wirbelstarken auf dem Flachenstiick.



Folgerung Es seiv: M — R’ stetig diffbar. (M C R%ﬁen)undB sei ein glatt
berandeter Bereich in /. Dann gilt:
Iroty(x) dd=0

0B

Bew.: AusdB schneide man ein kleines Flachenstuck F heraus. Nach ,Stocks* gilt

J-rotv(x)-dé = Iy(x) -dy
A oF

Zieht man nun F auf einen Punktx, € Bzusammen, so folgt die Behauptung.

Bem.: Der Wirbelfluss durch eine geeschlossene Flache ist Null.

Bsp.: Konstantes Wirbelfeld

Das Vektorfeld v(x) = %v_vx;_c w,xe R, w# O)

Kann in der Ebene E senkrecht zu w
! Wie nebenstehend skizziert werde.

Es folgt

%x 1 %x 1 W, =W ¥ W

roty = %y X(Ev_vxlcjz %y XE W X—WZ |=|W, |=W
) d WY —W,X w
/aZ /aZ 1y =W, 3

Fir jedes einfache Flachenstuck F in der Ebene E gilt nach dem Stokesschen
Integralsatz
[vodx=[w-ds=w-[d&=[w|-4F)

T F

oF roty

Stokescher Satz in der Ebene

Man definiert die Zirkulation in 2D (analog zu3D ). y sei eine geschlossene
Jordankurve mitx = y(r) (a<t<b)

b L]

Z= [ux)-dx= [wdx+v,dy= [W(y@)y@)dr
Y Y a

Um lauft y dabei ein einfachzusammenhangendes Gebiet D c R*im positiven Sinne,

so folgt aus dem Stokesschen Integralsatz im R* (durch Nullsetzen der dritten

Koordinaten) der Stokessche Satz in der Ebene

av, dv
vidx +v,dy = | =—*>—-—1d(x,)
i : 2 Jax ay



Bem.: In der Ebene fallen die Satze von Stokes, Gauld und Green susammen, d.h.
sie sind identisch.

Integral-und Differentialformel in R" (bzw.R3)

Nabla-Operator

Schon kennengelernt hatten wir( ¢ Skalarfeld, v Vektorfeld)
gradp=Ve¢@ (inR")
divv=Vy  (inR")
rotv=Vxy (inR")

Ist o zweimal stetig diffbar, so erhalt man

2 2 2
(V-V)(p:div(grad(p):( J -+ J +...+ J

ox,’  ox,’ ox,’

n

J(p =Vp (kurzV>=A)

Der Laplace-Opertor A kann auch auf Vektorfeldery = (v,,v,....,v,)" angewandt werden
Av = (Av,,Av,,...,Av,)"

Doppelte Anwendungen von grad,rot,div : Dabei seienu,v: M — R*Vektorfelder
und ¢, Skalarfelder der offenen Menge M c R’.

i) div(rotu) =0 (Wirbelfeld ist quellenfrei)

ii) rot(gradp) =0 (Gradientenfeld ist wirbelfrei)

iii) div(gradd) = Agp

iv) rotroty = graddivy — divgradv

——

Fur Produkte gilt:

i) grad(Q,w) = gpgrady + ygrad @

ii) div(e,v) = edivy + vgrad @

iii) rot(Qv) = @roty + grad@xv

iv)  grad(u-v)=uXrotv+vxrotu+(u-V)y+(@-Vu

V) div(u X v) = vrotu — uroty

vi)  rot(uxy) =udivy —vdivu — (v-Viu—(u-V)y



Beweis von iv)

(gmd(u,v))1 = (gmd(ulv1 +u,v, + u3v3))1 = VU, Uy Yy U, Uy VULV

Uy, — Uy, v, (“2,x _ul,y)_VS (ul,z _“3,x)

rotu =\ u,, —uy, |, YXrotu=|v;, (u3,y _“2,2)_"1 (uy,, _”1,y)

»X

U, —u, v (”1,z _u3,x) ) (“3,y _u2,z)
(ux rotv +vxrotu), = Vally x = Vol = V3l T ViU T UV, UGV T UV, UV
d d d
w-V)=u, —+u, —+u; — ((74‘ : V)‘_")1 = U TUY Uy,
ox dy 0z ’
Zirkulation
—>
Iy(z) ~dx >
7 >
—> \\»/
—>
—>

Gaul¥scher und Stokesscher Integralsatz in div, grad, rot-Form

Wie bisher bezeichne: v:M — R’ein Vektorfeld und

¢ : M — R ein Skalarfeld auf einer offenen Menge M c R’
Der Bereich B ¢ M wie die Flache F c M seien stkw. glatt berandet.

Satz: Gauldscher Integralsatz in div—, grad —und rot — Form

) v@dé = [div(v(x)dF (= Iz(z)a()_c)da‘J

B 0B

i) [p@)ds = [gradp(x)dF (= Jw(zm(z)da]
JB B 0B

0B

i) [dxv(x) = [ron(x)dF {: fﬁ(z)Xy(z)MJ
9B B

Bew.: vonii) Setze v(x) = ¢(x)-a (ae R’beliebig)
Einsetzen ini) liefert

[o(x)ads = [p(x)an(x)ds = a [p(x)n(x)d6 = a [p(x)dS
0B 0B 0B



i)
= J‘div(go(g)g)dF =a- IV¢(£)dF
aB%r—’ B

=@(x)-div(a)+Vo(x)-a=a - Vo(x)

Bew.: von iii) Setze v(x) = ax w(x) mit (a € R’beliebig)

Aus i) folgt

divi(axw)=—-a-rotw = J-(QXV_V(E))- do = —J-g -rotwdF
oB B

Es gibt(uxv)-w=u(vxw)

Also folgt

[laxw@)ds =- [wx)xn(x)d8 =-a- [rotwdF
0B

0B B

Merke: Volumenintegrale Uberdiv—, grad...,rot...lassen sich in
Oberflachenintegrale umwandeln.

Satz: Stokesscher Integralsatz indiv,V —undrot — Form
) [u@dx= [rotv(x)ds

oF F

i) Jo()dx= [dSx gradp(x)
oF F
i) Jdxxv)= [[@8xV)xv(x)
oF F
Man beachte dd = n(x)dd unddx = T'(x)ds , dabei sein Flachennormale und

T Tangenteneinheitsvektor an oF

Bew.: von ii) Setze v(x) = ¢(x)a (a € R’beliebig)
a- [p)dx= [p(x)-adx= [rotlpx)a)ds = [(Vpxa)ds =
oF oF R F

F prota+Voxa
0

= [p)dx = [d5x(Vo(x))
oF F

Partielle Integration

Aus der eindimensionalen Analysis ist die Formel
b b

Iu'(x)v(x)dx = u(x)v(x)|i — Iu(x)v'(x)dx

a

der partellen Integration bekannt. In 3D gibt es mehrere Gegenstucke dazu. Sie
ergeben sich aus dem Gaul3schen-Integralsatz, in dem man die Diff-Operatoren
div, grad ,rot auf Produkte von Feldern anwendet.

) Aus grad(p(x) - (x)) = 9(x)grady(x) + y(x)gradg(x) folgt



[ew(x)ds = [p(x)grady (x) +y (x)gradp(x)dF
oB B

2B.p(x)=1= [p(x)n(x)ds = [grady(x)dF
oB B
Aus div(p(x) - v(x)) = p(x)divv(x) + grad p(x) - v(x) folgt
[o(x) - v(x)d8 = [p(x)divv(x) + gradp(x) - v(x)dF
oB B

Ausdiv(vxw) = w-roty—v-rotwfolgt
I(pw_v)dé = Iv_v -roty —v - rotwdF
0B B

Aus rot(p(x)v(x)) = ¢(x) - rotv(x) + gradp(x) x v(x) folgt
[a8x(p)v() = [p(x)- rorv(x) +(gradp(x))x (v(x))dF
0B B



Krummlinige orthogonale Koordinaten

Orthogonale Transformation

Koordinatentransformationen im R* werden beschrieben durch
T,
x=T(u),ue DmitT =| T,
T;
T:D — GbildetD c R*aufG c R’ab.
T sei umkehrbar eindeutig und es gelte Vue D

det(7")>Ound or . or
oU, dJU

i J
Letzteres besagt, dass die Spalten vonT" paarweise aufeinander
stehen = orthogonale Koordinatentrafo 7"

=0 (i#j) <« senkrechtaufeinander

x = (x,,x,,x,) seien die ,altten” kartesischen Koordinaten undu = (u,,u,,u, )" seien die
,neuen” krummlinigen Koordinaten. Die Kurve, die durch
= Z<t>”2 a”s)

Bsp. Zylinderkoordinaten

. T, | oT \,.. .
Die Vekoren/, === (i=123) [T, == bilden fiir jedes

—u; 1

\ib u e Dein orthogonales Rechtssystem. (d.h./, -1, =6,
det(ll 9!2 7!3 ) = 1

L—

/ T
N

Orthogonale Koordinatentransformation

N

T,
IZT(Z)! ue D Z: T2
T3
or dT
Vor: det(VT)>0 und —e——=1 (i#J
Vor:  det(VT) TR (i)
Tu. . . .
Die Vektorene, = ﬁ bilden flr jedesu € Dein orthogonales Rechtssystem.
_u[

(T:D — GbildenD c R*aufG c R*ab )



Felder in krummlinigen orthogonalen Koordinaten

viG—>R , 9:G—>R
Vektorfeld Skalarfeld

Die Funktionsgleichungen y =v(x), 4 = ¢(x) werden durch x = T'(«) transformiert in

= v(TW)) = v(u), A = p(T(w)) = p(u)

Fiir bel. ue Dseilp @ ., )ein orthogonales Rechtssystem. Damit I4sst sich v(u)als
Linearkombination der e, schreiben

N 1 2 3 : P
vw)=ve +vie, +vie; mit v =ve

Bem.: Man beachte, dass sowohlv'als auch e, vonu abhangen!

Wir nenneny',v*,v’ die Koordinaten von v entlang der Koordinatenlinien.
Da sowohlv' als auch e, vonu abhangen, erhalt man die part. Ableitung mittels
Produktregel.

3

T

i=1 U, i=1

Bsp.: Zylinderkoordinaten G )
Berechne die part. Abl. I

nachr,¢undz fur die
Vektorene, e, .c.bei den

Zylinderkoordinaten undvx, y,z) = (y.— z,1)"

7 TN

(x,y,z)=(rcos@,rsing,z)’ =T(r,0,z) Nl |

cosQ cosQ
T, =|sing| |T,|=1=¢, =|sing

0 0

—rsing —sing
T,=| rcosg ‘Z(p‘:r:g(p: cos @

0 0

0 0
I.=|0| [[.]=1=e =0

1 1

rsin @

;(r,(o,z) =v(T(r,p,2))=| —z |=V'e, +vPe, +vie,
1



7 sin @
—| -z =—(v’gr+v‘”§(p+vzgz)=
or { or

_ r r [ ] z
=y.e,. tve,, +vrg(p +v €o +vr§z +

+vie. ., =sin@cos@e, +(rsingcosg)-0+

=rsin@cos@

v’ =—rsin’ @ —zcosg

(—sin2 (p)-gq) +(—rsin2 (p—ZCOS(p)-Q+0-§Z + =1

+1-0=sing@cosge, —sin’ pe, =

singcos” @ sin’ @ sin @
=|sin* pcos@ |+| —sin’ pcosp |=| 0
0 0 0

Differentialoperatoren grad, div,rot, A in krummlinigen Koordinaten

Wir verwenden obige Notationund g, =T,

Betrachten wir(grady)- e,

Mitx = T'(u) 3& =T, ergibt sich
y ,

i

® (gradl//) e, —( Zal// o,

Durchmultiplikation von ® mite, liefert

gl”adl//(x):g_lal//+€_zal//+€_381//
& aul g5 au2 g, au3

symbolisch: V==

gi gl k= laxk aul

Jd e, 0 e
L& 9 &

0

_ Loy

&; a“i

g a”l g, du, g, du,

Bsp.: Zylinderkoordinaten

Bestimme den Gradienten von y}(r,go, 2)=r’+z°

rsing \ cos @

r - r .
v :V(F,¢,Z)'€ = -z sin @

7 CoS @

Es giltw(x,y,z) = x> + y* +z>und somitVy = 2(x,y,z)" = Vw =2| rsing

Vy=e, -2r+l§(,, 0+e. -2z=2re, +ze,)=
r

rCcosQ 0 7 Ccos @
=2/ rsing [+2/0|=2| rsing

0 z z

z



Setzen wiru, = (o(x)O(T’1 )1 (x), so erhalten wir

Vul:g_18u1+g_28ul +g_38u1 _e
g ou g,0u, g,0u; g
—— —= >

=1 =0 =0

= g Vu, =¢ lallg.: g Vu, =¢,)

Man beachte nun
3 3
divv=V .v= VZV’Q = ZVvig[

i=1 i=1

Mite, =e, xe; = 2,8, (Vuz XVu3)
Daraus folgtV(v'e, )= V(g,gv' (Vu, X Vuy) ) =
2,8V V(Vuy xVuy) + (Vu, xVuy )V(g,g,v")

Es giltV - (Vu, xVu,)=Vu, - (VxVu,)=Vu,(VxVu,)=0,
sz Axs Axs %xz

da(VxVu,) = Axs Axl Axl Axs =0
Axl /x2 sz A)ﬂ

Somit glItV(v e ) —e, V(g2g3 )— (gzgs )
8,83 818,83 au
Entsprechendes qilt1 furi =2,3
Somit gilt
] 0 0 d
divy(x) = (—(gzgsvl )+—(gzg3v2 )+—(g2g3v3)J
818,83 a”l a”z a”s

Analoge Rechnung ergeben sich furror und V.

Satz: Es gilt
gradl//(x)zg_la'//+€_zal//+€_38l//
g aul g5 au2 g, au3
. 1 (9 3 5
divilz) = _(g2g3v1)+_(g1g3v2)+_(g1gz"3 )J
2:8,85 \ 9y, ou, du

g1 8.8 836

1
rotz()_c): /I/l /I/l /I/l
818,83 1 2 3
gV 8,V

Ap(x) = Z 0 [glg2g3 al//]

£8,8; mou; | g~ oy

1



grad,div,rot, A fur Zylinderkoordinaten

(x,y,z) =(rcos@.rsing,z)
cos @ —sin@

r 4

0
e . =|sinp| e, =| cosp | e.=|0
0 0 1

W(x) = v?(r,co, )= Ve, +v'e, +vie,

rot(v(x) =%/ /(p E)z

Kugelkoordinaten: x =rsin®cos¢@
y =rsinOsin @

z=rcos®
sin © cos @
T, =|sinBOsing T,|” =sin> ©cos® ¢ +sin® Osin® ¢+ cos> O = 1
cos®
rcos®cos @
Ty =|rcos@sing |Z@|2 :rz(cos2 Ocos” ¢ +cos’ Osin’ @ +sin’ ®)=r2
—rsin®
—rsin®sin@
T,=| rsin®cosy ‘Z(p‘z =r2(sin2 Osin’ ¢ +sin’ O cos’ (p)=r2 sin’ ©
0
cosOcos@ —sin@
= e, =I,, ¢o=|cosOsing |, ¢, =| cosp
—sin® 0
grady(x) = y/e +lal// ot L oy

e
¥ 90 "  rsin® dg

9
divv(x) = —i(rzv’)+ '1 i(sin ®v®)+aL
ror rsin@®{ 0O oL




ree rsin®e,

rsm®/ /9 /(0

®  rsin@v?

- - -
Al//:Li r’ W + 1 J sm@aw +— 1 J 1/2/
r® or or | r’sin® 00 00 | r°sin® Jdg

roty(x) =




Definition kartesischer Tensoren

Physikalische Gesetze sind unabhangig von den Koordinatensystemen, d.h. ihre

Formulierung bleibt unverandert bei dem Wechsel von einem rechtsorientierten

kartesischen Koordinatensystem zu einem anderen.

=  vektoren, Tensoren mit denen physikalische Grof3en beschrieben werden,
haben Invarianzeigenschaften beim Koordinatenwechsel

Transformation durch Drehung

(b,,b,,b;) (b,",b,",b,") seien zwei rechtsorientierte Orthonormalbase.
(b, -b, = 8, ,det(b,,b,,b,) = 1)

® x=§b +&b,+85by, & =b, x

®® x=&'b+5, b, +5'by", &'=b,x

&,,&,,¢&,sind die Koordinaten von x bezlglich der Basis (b,,b,,b,) . Das zugehdrige
Koordinatensystem sei mit0,¢&,,&,,&, bezeichnet.

Setzt manxaus®in&,'=5,"x ein, so gilt
gk = §1 b b, +€g2 b, b, +€g3 -b, b,
bzw. analogxaus®®iné, =b, - x:
gk :le “b; - b, ’+§2"bk b, ’+§3 by - by’

Fark =1,2,3 erhalt man:
& b/’b, b,’b, b,'b, &
52 =1b,b, b,’b, b,'b; | 52
& by'b, by'b, by'b, &

= Amita, =b,"b,

Fuhrt man folgende Matrizen und Vektoren ein:
B = (1_71,[_72,@3) , B= (]21,’]22,’@3 )

9 &’
5 = 52 5,: 52,
&5 &’

so lauten obige Gleichungen:
x=B-{ E=B"-x (=B BE=BBE)
x=B¢  &=B"x" (=B"BE=B'BE)
E=A-EmitA=B" B, E=A"E

Aheilt Transformationsmatrix. Fiir B gilt: B"B =1
= B =B 'unddetB=1,[ dadet(B"B)=1 ],undB-B" =1



Damit folgt fur die Matrix 4 :
A-A" =(B"-B\B" -B)=B"-B=1
A" A=(B"-B’\B"-B)=B" -B=1
und somit
A" = A"unddet(4) =1

Aist also eine Drehmatrix, welche eine Drehung des k-Systems0,¢,,¢,,¢&,in
0,¢,°.&,7,&, bewirkt,

Tensoren zweiter Stufe

Es seil: R’ — R’ eine beliebige lineare Abbildung des R*in sich. Bekanntlich 14Rt sich
eine solche Abb. Bzgl. eines bel. Koordinatensystems 0,¢£,,&,,&, mit Basis

B =(b,,b,,b,)als Matrix
tll t12 t13

T =|t, Ly I3 | darstellen.

ZL31 t32 ZL33

3
Die Funktionengleichung y = T'(x) wird durchn = T beschrieben, wobei x = zgklgk :

k=1

3
y= Zmlzk gilt.
=1

Definition:  Ein Tensor zweiter Stufe ist die Menge von MatrizenT = (¢, ), zu einer

linearen Abb.7:R* — R’, und zwar fur alle rechtsorientierten
Orthonormalbasen B des R*.

Betrachten wir den Ubergang von zwei MatrizenT = (¢, ), , 7= (¢, ), -
Es gilt:

n=T-g, m=I"¢ mitg=d.g, n=4-n
Einsetzen liefert:

N=T§=>A4n=T"4{=>n=A4" T 4-§=>T=4"-T-4
Umgeschrieben lautet dies:

T=A4-T-A", d.h.r, = Zgza[p L,y =Za£p “ay, t

pPq B N

pg=1

Pq

Tensoren n-ter Stufe

Ein n-ter Stufe (ne N)wird bzgl. des Koordinatensystems0,&,,&,,&, durch B reele
Zahlen

t, ., (mit nIndizesi, j,....k € {1,2,3})
dargestellt. Wir beschreiben das System dieser Zahlen auch durch7=(z; ,),-



Bzgl. eines anderen k-Systems0,¢,,£,,&, mit rechtsorientierter Basis B”wird der
Tensor durch7’= (¢, ), dargestellt, wobei sich dies’; , durch

®t, = D.a, a, ..-a; I, ergeben wobeid=B"B
Pqs...s r

Definition:  Kartesische Tensoren im R’
a)  Ein Schema von reellen Zahlent, , (mitn Indizesi, ...,k € {1,2,3})

welches wir mit einer rechtsorientierten Orthonormalbasis B des R* zu
einem Paar verbinden, schreiben wir in der Form7 =(z; ,), . Ist

T'=(¢;. )5 €in zweites Paar dieser Art, wobei der Zusammenhang ®

besteht, so heilenT und 7" aquvivalent.
b) Eine Aquivalenzklasse solcher Ausdrucke 7" heil3t ein (kartesischer)
Tensor n-ter Stufe.

Einsteinsche Summenkonvention

Tritt bei einer indizierten GroRe oder einem Produkt solcher Grof3en ein Index
doppelt auf, so wird Uber alle moglichen Werte dieses Index summiert.

3 3
Die Gleichungenx => &b, ,t',= Y a,a,t,, erhalten somit folgende pragnante Form:
k=1 pg=l

')_C = gkbk tik = aipakptpq

All Konvention

Tritt in einem Summanden einer Tensorgleichung ein Index genau einmal auf, so gilt
diese fur alle Werte des Index.

Rechenregeln fur Tensoren

SeiendurchT =(¢, ,),, S=(S, ,)zzwei Tensoren n-ter Stufe dargestellt, und1e R.
T + S = (tik.“n + Sik.A.n)B

S—T:=S+(-T)
2’ T= (2’ ) tik..ﬁ)B
-T= (_tik...n)B

Tensoren gleicher Stufe erflllen die Gesetze eines Vektorraums.
Assoziativgesetze: (T+S8)+V =T+(S+V)

A-u)T=A-(u-T)
Kommutativgesetz: T+s=S+T
Distributivgesetz:  A(T+S)=AT + AS

A+ )T = AT + uT
sowie: T+0=7T, T-T=0, 1.T=T



seiT =(t, ), Tensor n-ter Stufe und S = (S, ), Tensor m-ter Stufe. Das
Tensorprodukt?-S =W =W, ,, ,)sist definiert durchw, . =¢ ,-S, . Das Produkt
ist von der Ordnungn +m .

Symmetrie und Antisymmetrie

Ein TensorT der Stufe2, mitT = (¢, ) , heildt symmetrisch, wenn¢, =z, fur allei, £ gilt
und antisymmetrisch, wenn¢,, = —, fur allei, k gilt.

sysmmtrischer Tensor antisymmetrischer Tensor
tll t12 t13 O t12 t13
T=|t, t, ty T=|-t, 0 Iy
Ly Iy Iy —ly iy 0

Folgerung: Jeder Tensor der Stufe 2 laldt sich in eine Summe aus einem
symmetrischen und einem antisymmetrischen Tensor zerlegen. Dies
hat die Darstellung

1 1
Li ZE(tik +tki)+5(tik _tki)'

Verjungung:

T = [t,.j_“k JB sei ein Tensor. Setzt man in¢; , zwei Indizes gleich und summiert Uber
diesen gemeinsamen Index, so erhalt man einen neuen TensorT,,.

Man nennt diesen Tensor eine Verjingung, z.B.

— _ 3
T= [tij]B -1, = [tiik]B = [thBmittk =l = ztiik
i=l
Bei der Verjungung verringert sich der Grad um 2.

Divisionsregel:
Wir betrachten eine Abbildung der Tensoren S m-ter Stufe in der Menge der
Tensoren T n-ter Stufe, die folgendermal3en beschrieben wird

Lx =W mit7 =(z, ,), € TundS(s, )z €S

1.

i.“kp.“qsp.“q

Damit folgt:
Die Schemata (wimkp_“qsp_“q )B bilden einen Tensor der Stufe (m +n).

Invariante Tensoren:
Ein TensorU heil3t invariant, wenn er bezuglich aller rechtsorientierten
Orthogonalbasen B das gleiche Zahlenschemaly, |, |, aufweist.

Genauer:
Sind(u, ,),, (', ,)zzwei Reprasentanten des TensorsT, so giltu, , =u’, , fur jede
Kombination voni...k .



Deltatensor:
Der wichtigste Tensor 2.Stufe ist der Deltatensor E der Stufe 2, der durch(d,,),
1, falls i=k
reprasentiert wird mito, :{ Jalls 1
0, sonst

Epsilontensor:

Betrachten wir die Permutationen der Zahlen1,2,3 .

Es gibt3!= 6 Permutationen. Diese sind

(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2) gerade Permutationen (gerade Anzahl an Vertauschungen)
(2,1,3),(1,3,2),(3,2,1) ungerade Permutation

Damit wird das Symbol ¢, wie folgt definiert

0, wenn miendestens zwei Indizes  gleich sind
€y =91, wenn (i, j,k) eine gerade Permutation ist
-1, wenn (i, j, k) eine ungerade Permutation ist

Dere-Tensor ist ein invarianter Tensor 3.Stufe

Folgerung: Zusammenhang zwischen Delta- und Epsilontensor.
£ €y = 0,0, 0,0,

ir~ js is ™ jr

Folgerung: Epsilontensor und Kreuzprodukt
Es seiena = (a,,a,,a,)" undb = (b,,b,,b,)" zwei Vektoren des R’ . Die
Komponenten des Kreuzprodukts a x b werden durch (a xb), (i =1,2,3)
beschrieben, insbesondere gilt:
(axb), =€ a,b, =—€,a,b, =—€,b,a, =—(bXa),
Ersetzt man a durch denV — Operator, so gilt
av,

o,

J

(roty), = Eiik

Satz: Jeder invariante Tensor 4.Stufe mit dem einheitlichen Reprasentanten (v, ) ,

Iasst sich i folgender Form schreiben
= 16,0, + 16,6,,+6,,0 (A, u,ve R)

ljkm im™ jk

Bsp.:Lineare Elastizitatstheorie

Durch ¢, sei der Verzerrungstensor bei kleinen Dehnungen eines elastischen Korpers
beschrieben und durch o, der dadurch erzeugte Spannungstensor. Es sei hier ein

isotroper und homogener Korper betrachtet. Der lineare Zusammenhang der beiden
Groflend,, und J, lasst sich beschreiben durch

Oy = Ui,y ®

Der TensorU = (u,,, ) , spiegelt eine Materialeigenschaft wieder



Da Material isotrop ist, hatU die Darstellung
Uypy = A0, 0, + 16,0, +Vo,0,
Einsetzen in ® liefert

o, =A06,0 +ué,0,.€, +v0,0,€, =A0,&,, +UE, +VE,

pquq kg™ pq kp™ pq

Da Spannungs- und Verzerrungstensor sym. sind, ergibt sich, dass
Oy = A0 €, +(U+V)E,

Mit in der Technik Ublichen Konstantenbezeichnungen G undm , die mit A, u,v wie

folgt zusammenhangen

AG=u+v, ﬂzﬁ, m>2
m—2

Damit folgt das Hooksche-Dehnungsgesetz

Tensoranalysis

M sei eine offene Teilmenge des R*. Eine Abb. F von M in der Menge der Tensoren
n-ter Stufe bezeichnen wir als Tensorfeld.

Wir beschreiben das Tensorfeld durch
I'=F(x), xeM
oder mit Hilfe eines Reprasentanten? = (¢, ,),, F(x) = (fi,-...k (x))Bauch durchT = F(x)
in Komponenten¢; , = 1, ,(x)
Die Ableitung der ¢, , = f, ,(x)nachx=¢ b,
B = (b,b,b,) werden folgendermalien symbolisiert
atij...k (x) iy aztij.“k (%) .y
agp *Yijk,p? agpagq * Yij.k,pq

usw.

Satz: Es seiF ein stetig diffb. Tensorfeld n-ter Stufe auf einer offenen
Menge M c R*, beschrieben durchz; , = £, , (x) mitx :él_yi, B =(bb,b,)

Dann bilden die Schemata der partiellen Ableitung
(tyssP)s s jrsk,pe {123}
einen Tensor (n+1)-Stufe

Fundamentalsatz der Feldtheorie:
Durch p - malige Differentation eines Tensors wird dessen Stuffe um p erhdht.
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