Krummlinige orthogonale Koordinaten

Orthogonale Transformation

Koordinatentransformationen im R* werden beschrieben durch
T,
x=T(u),ue DmitT =| T,
T;
T:D — GbildetD c R*aufG c R’ab.
T sei umkehrbar eindeutig und es gelte Vue D

det(7")>Ound or . or
oU, dJU

i J
Letzteres besagt, dass die Spalten vonT" paarweise aufeinander
stehen = orthogonale Koordinatentrafo 7"

=0 (i#j) <« senkrechtaufeinander

x = (x,,x,,x,) seien die ,altten” kartesischen Koordinaten undu = (u,,u,,u, )" seien die
,neuen” krummlinigen Koordinaten. Die Kurve, die durch
= Z<t>”2 a”s)

Bsp. Zylinderkoordinaten

. T, | oT \,.. .
Die Vekoren/, === (i=123) [T, == bilden fiir jedes
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\ib u e Dein orthogonales Rechtssystem. (d.h./, -1, =6,
det(ll 9!2 7!3 ) = 1
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Orthogonale Koordinatentransformation
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T,
IZT(Z)! ue D Z: T2
T3
or dT
Vor: det(VT)>0 und —e——=1 (i#J
Vor:  det(VT) TR (i)
Tu. . . .
Die Vektorene, = ﬁ bilden flr jedesu € Dein orthogonales Rechtssystem.
_u[

(T:D — GbildenD c R*aufG c R*ab )



Felder in krummlinigen orthogonalen Koordinaten

viG—>R , 9:G—>R
Vektorfeld Skalarfeld

Die Funktionsgleichungen y =v(x), 4 = ¢(x) werden durch x = T'(«) transformiert in

= v(TW)) = v(u), A = p(T(w)) = p(u)

Fiir bel. ue Dseilp @ ., )ein orthogonales Rechtssystem. Damit I4sst sich v(u)als
Linearkombination der e, schreiben

N 1 2 3 : P
vw)=ve +vie, +vie; mit v =ve

Bem.: Man beachte, dass sowohlv'als auch e, vonu abhangen!

Wir nenneny',v*,v’ die Koordinaten von v entlang der Koordinatenlinien.
Da sowohlv' als auch e, vonu abhangen, erhalt man die part. Ableitung mittels
Produktregel.
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T

i=1 U, i=1

Bsp.: Zylinderkoordinaten G )
Berechne die part. Abl. I

nachr,¢undz fur die
Vektorene, e, .c.bei den

Zylinderkoordinaten undvx, y,z) = (y.— z,1)"

7 TN

(x,y,z)=(rcos@,rsing,z)’ =T(r,0,z) Nl |

cosQ cosQ
T, =|sing| |T,|=1=¢, =|sing

0 0

—rsing —sing
T,=| rcosg ‘Z(p‘:r:g(p: cos @

0 0

0 0
I.=|0| [[.]=1=e =0
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rsin @

;(r,(o,z) =v(T(r,p,2))=| —z |=V'e, +vPe, +vie,
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7 sin @
—| -z =—(v’gr+v‘”§(p+vzgz)=
or { or

_ r r [ ] z
=y.e,. tve,, +vrg(p +v €o +vr§z +

+vie. ., =sin@cos@e, +(rsingcosg)-0+

=rsin@cos@

v’ =—rsin’ @ —zcosg

(—sin2 (p)-gq) +(—rsin2 (p—ZCOS(p)-Q+0-§Z + =1

+1-0=sing@cosge, —sin’ pe, =

singcos” @ sin’ @ sin @
=|sin* pcos@ |+| —sin’ pcosp |=| 0
0 0 0

Differentialoperatoren grad, div,rot, A in krummlinigen Koordinaten

Wir verwenden obige Notationund g, =T,

Betrachten wir(grady)- e,

Mitx = T'(u) 3& =T, ergibt sich
y ,

i

® (gradl//) e, —( Zal// o,

Durchmultiplikation von ® mite, liefert

gl”adl//(x):g_lal//+€_zal//+€_381//
& aul g5 au2 g, au3

symbolisch: V==

gi gl k= laxk aul

Jd e, 0 e
L& 9 &

0

_ Loy

&; a“i

g a”l g, du, g, du,

Bsp.: Zylinderkoordinaten

Bestimme den Gradienten von y}(r,go, 2)=r’+z°

rsing \ cos @

r - r .
v :V(F,¢,Z)'€ = -z sin @

7 CoS @

Es giltw(x,y,z) = x> + y* +z>und somitVy = 2(x,y,z)" = Vw =2| rsing

Vy=e, -2r+l§(,, 0+e. -2z=2re, +ze,)=
r

rCcosQ 0 7 Ccos @
=2/ rsing [+2/0|=2| rsing

0 z z
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Setzen wiru, = (o(x)O(T’1 )1 (x), so erhalten wir

Vul:g_18u1+g_28ul +g_38u1 _e
g ou g,0u, g,0u; g
—— —= >

=1 =0 =0

= g Vu, =¢ lallg.: g Vu, =¢,)

Man beachte nun
3 3
divv=V .v= VZV’Q = ZVvig[

i=1 i=1

Mite, =e, xe; = 2,8, (Vuz XVu3)
Daraus folgtV(v'e, )= V(g,gv' (Vu, X Vuy) ) =
2,8V V(Vuy xVuy) + (Vu, xVuy )V(g,g,v")

Es giltV - (Vu, xVu,)=Vu, - (VxVu,)=Vu,(VxVu,)=0,
sz Axs Axs %xz

da(VxVu,) = Axs Axl Axl Axs =0
Axl /x2 sz A)ﬂ

Somit glItV(v e ) —e, V(g2g3 )— (gzgs )
8,83 818,83 au
Entsprechendes qilt1 furi =2,3
Somit gilt
] 0 0 d
divy(x) = (—(gzgsvl )+—(gzg3v2 )+—(g2g3v3)J
818,83 a”l a”z a”s

Analoge Rechnung ergeben sich furror und V.

Satz: Es gilt
gradl//(x)zg_la'//+€_zal//+€_38l//
g aul g5 au2 g, au3
. 1 (9 3 5
divilz) = _(g2g3v1)+_(g1g3v2)+_(g1gz"3 )J
2:8,85 \ 9y, ou, du

g1 8.8 836

1
rotz()_c): /I/l /I/l /I/l
818,83 1 2 3
gV 8,V

Ap(x) = Z 0 [glg2g3 al//]

£8,8; mou; | g~ oy
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grad,div,rot, A fur Zylinderkoordinaten

(x,y,z) =(rcos@.rsing,z)
cos @ —sin@

r 4

0
e . =|sinp| e, =| cosp | e.=|0
0 0 1

W(x) = v?(r,co, )= Ve, +v'e, +vie,

rot(v(x) =%/ /(p E)z
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Definition kartesischer Tensoren

Physikalische Gesetze sind unabhangig von den Koordinatensystemen, d.h. ihre

Formulierung bleibt unverandert bei dem Wechsel von einem rechtsorientierten

kartesischen Koordinatensystem zu einem anderen.

=  vektoren, Tensoren mit denen physikalische Grof3en beschrieben werden,
haben Invarianzeigenschaften beim Koordinatenwechsel

Transformation durch Drehung

(b,,b,,b;) (b,",b,",b,") seien zwei rechtsorientierte Orthonormalbase.
(b, -b, = 8, ,det(b,,b,,b,) = 1)

® x=§b +&b,+85by, & =b, x

®® x=&'b+5, b, +5'by", &'=b,x

&,,&,,¢&,sind die Koordinaten von x bezlglich der Basis (b,,b,,b,) . Das zugehdrige
Koordinatensystem sei mit0,¢&,,&,,&, bezeichnet.

Setzt manxaus®in&,'=5,"x ein, so gilt
gk = §1 b b, +€g2 b, b, +€g3 -b, b,
bzw. analogxaus®®iné, =b, - x:
gk :le “b; - b, ’+§2"bk b, ’+§3 by - by’

Fark =1,2,3 erhalt man:
& b/’b, b,’b, b,'b, &
52 =1b,b, b,’b, b,'b; | 52
& by'b, by'b, by'b, &

= Amita, =b,"b,

Fuhrt man folgende Matrizen und Vektoren ein:
B = (1_71,[_72,@3) , B= (]21,’]22,’@3 )

9 &’
5 = 52 5,: 52,
&5 &’

so lauten obige Gleichungen:
x=B-{ E=B"-x (=B BE=BBE)
x=B¢  &=B"x" (=B"BE=B'BE)
E=A-EmitA=B" B, E=A"E

Aheilt Transformationsmatrix. Fiir B gilt: B"B =1
= B =B 'unddetB=1,[ dadet(B"B)=1 ],undB-B" =1



Damit folgt fur die Matrix 4 :
A-A" =(B"-B\B" -B)=B"-B=1
A" A=(B"-B’\B"-B)=B" -B=1
und somit
A" = A"unddet(4) =1

Aist also eine Drehmatrix, welche eine Drehung des k-Systems0,¢,,¢,,¢&,in
0,¢,°.&,7,&, bewirkt,

Tensoren zweiter Stufe

Es seil: R’ — R’ eine beliebige lineare Abbildung des R*in sich. Bekanntlich 14Rt sich
eine solche Abb. Bzgl. eines bel. Koordinatensystems 0,¢£,,&,,&, mit Basis

B =(b,,b,,b,)als Matrix
tll t12 t13

T =|t, Ly I3 | darstellen.

ZL31 t32 ZL33

3
Die Funktionengleichung y = T'(x) wird durchn = T beschrieben, wobei x = zgklgk :

k=1

3
y= Zmlzk gilt.
=1

Definition:  Ein Tensor zweiter Stufe ist die Menge von MatrizenT = (¢, ), zu einer

linearen Abb.7:R* — R’, und zwar fur alle rechtsorientierten
Orthonormalbasen B des R*.

Betrachten wir den Ubergang von zwei MatrizenT = (¢, ), , 7= (¢, ), -
Es gilt:

n=T-g, m=I"¢ mitg=d.g, n=4-n
Einsetzen liefert:

N=T§=>A4n=T"4{=>n=A4" T 4-§=>T=4"-T-4
Umgeschrieben lautet dies:

T=A4-T-A", d.h.r, = Zgza[p L,y =Za£p “ay, t

pPq B N

pg=1

Pq

Tensoren n-ter Stufe

Ein n-ter Stufe (ne N)wird bzgl. des Koordinatensystems0,&,,&,,&, durch B reele
Zahlen

t, ., (mit nIndizesi, j,....k € {1,2,3})
dargestellt. Wir beschreiben das System dieser Zahlen auch durch7=(z; ,),-



Bzgl. eines anderen k-Systems0,¢,,£,,&, mit rechtsorientierter Basis B”wird der
Tensor durch7’= (¢, ), dargestellt, wobei sich dies’; , durch

®t, = D.a, a, ..-a; I, ergeben wobeid=B"B
Pqs...s r

Definition:  Kartesische Tensoren im R’
a)  Ein Schema von reellen Zahlent, , (mitn Indizesi, ...,k € {1,2,3})

welches wir mit einer rechtsorientierten Orthonormalbasis B des R* zu
einem Paar verbinden, schreiben wir in der Form7 =(z; ,), . Ist

T'=(¢;. )5 €in zweites Paar dieser Art, wobei der Zusammenhang ®

besteht, so heilenT und 7" aquvivalent.
b) Eine Aquivalenzklasse solcher Ausdrucke 7" heil3t ein (kartesischer)
Tensor n-ter Stufe.

Einsteinsche Summenkonvention

Tritt bei einer indizierten GroRe oder einem Produkt solcher Grof3en ein Index
doppelt auf, so wird Uber alle moglichen Werte dieses Index summiert.

3 3
Die Gleichungenx => &b, ,t',= Y a,a,t,, erhalten somit folgende pragnante Form:
k=1 pg=l

')_C = gkbk tik = aipakptpq

All Konvention

Tritt in einem Summanden einer Tensorgleichung ein Index genau einmal auf, so gilt
diese fur alle Werte des Index.

Rechenregeln fur Tensoren

SeiendurchT =(¢, ,),, S=(S, ,)zzwei Tensoren n-ter Stufe dargestellt, und1e R.
T + S = (tik.“n + Sik.A.n)B

S—T:=S+(-T)
2’ T= (2’ ) tik..ﬁ)B
-T= (_tik...n)B

Tensoren gleicher Stufe erflllen die Gesetze eines Vektorraums.
Assoziativgesetze: (T+S8)+V =T+(S+V)

A-u)T=A-(u-T)
Kommutativgesetz: T+s=S+T
Distributivgesetz:  A(T+S)=AT + AS

A+ )T = AT + uT
sowie: T+0=7T, T-T=0, 1.T=T



seiT =(t, ), Tensor n-ter Stufe und S = (S, ), Tensor m-ter Stufe. Das
Tensorprodukt?-S =W =W, ,, ,)sist definiert durchw, . =¢ ,-S, . Das Produkt
ist von der Ordnungn +m .

Symmetrie und Antisymmetrie

Ein TensorT der Stufe2, mitT = (¢, ) , heildt symmetrisch, wenn¢, =z, fur allei, £ gilt
und antisymmetrisch, wenn¢,, = —, fur allei, k gilt.

sysmmtrischer Tensor antisymmetrischer Tensor
tll t12 t13 O t12 t13
T=|t, t, ty T=|-t, 0 Iy
Ly Iy Iy —ly iy 0

Folgerung: Jeder Tensor der Stufe 2 laldt sich in eine Summe aus einem
symmetrischen und einem antisymmetrischen Tensor zerlegen. Dies
hat die Darstellung

1 1
Li ZE(tik +tki)+5(tik _tki)'

Verjungung:

T = [t,.j_“k JB sei ein Tensor. Setzt man in¢; , zwei Indizes gleich und summiert Uber
diesen gemeinsamen Index, so erhalt man einen neuen TensorT,,.

Man nennt diesen Tensor eine Verjingung, z.B.

— _ 3
T= [tij]B -1, = [tiik]B = [thBmittk =l = ztiik
i=l
Bei der Verjungung verringert sich der Grad um 2.

Divisionsregel:
Wir betrachten eine Abbildung der Tensoren S m-ter Stufe in der Menge der
Tensoren T n-ter Stufe, die folgendermal3en beschrieben wird

Lx =W mit7 =(z, ,), € TundS(s, )z €S

1.

i.“kp.“qsp.“q

Damit folgt:
Die Schemata (wimkp_“qsp_“q )B bilden einen Tensor der Stufe (m +n).

Invariante Tensoren:
Ein TensorU heil3t invariant, wenn er bezuglich aller rechtsorientierten
Orthogonalbasen B das gleiche Zahlenschemaly, |, |, aufweist.

Genauer:
Sind(u, ,),, (', ,)zzwei Reprasentanten des TensorsT, so giltu, , =u’, , fur jede
Kombination voni...k .



Deltatensor:
Der wichtigste Tensor 2.Stufe ist der Deltatensor E der Stufe 2, der durch(d,,),
1, falls i=k
reprasentiert wird mito, :{ Jalls 1
0, sonst

Epsilontensor:

Betrachten wir die Permutationen der Zahlen1,2,3 .

Es gibt3!= 6 Permutationen. Diese sind

(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2) gerade Permutationen (gerade Anzahl an Vertauschungen)
(2,1,3),(1,3,2),(3,2,1) ungerade Permutation

Damit wird das Symbol ¢, wie folgt definiert

0, wenn miendestens zwei Indizes  gleich sind
€y =91, wenn (i, j,k) eine gerade Permutation ist
-1, wenn (i, j, k) eine ungerade Permutation ist

Dere-Tensor ist ein invarianter Tensor 3.Stufe

Folgerung: Zusammenhang zwischen Delta- und Epsilontensor.
£ €y = 0,0, 0,0,

ir~ js is ™ jr

Folgerung: Epsilontensor und Kreuzprodukt
Es seiena = (a,,a,,a,)" undb = (b,,b,,b,)" zwei Vektoren des R’ . Die
Komponenten des Kreuzprodukts a x b werden durch (a xb), (i =1,2,3)
beschrieben, insbesondere gilt:
(axb), =€ a,b, =—€,a,b, =—€,b,a, =—(bXa),
Ersetzt man a durch denV — Operator, so gilt
av,

o,

J

(roty), = Eiik

Satz: Jeder invariante Tensor 4.Stufe mit dem einheitlichen Reprasentanten (v, ) ,

Iasst sich i folgender Form schreiben
= 16,0, + 16,6,,+6,,0 (A, u,ve R)

ljkm im™ jk

Bsp.:Lineare Elastizitatstheorie

Durch ¢, sei der Verzerrungstensor bei kleinen Dehnungen eines elastischen Korpers
beschrieben und durch o, der dadurch erzeugte Spannungstensor. Es sei hier ein

isotroper und homogener Korper betrachtet. Der lineare Zusammenhang der beiden
Groflend,, und J, lasst sich beschreiben durch

Oy = Ui,y ®

Der TensorU = (u,,, ) , spiegelt eine Materialeigenschaft wieder



Da Material isotrop ist, hatU die Darstellung
Uypy = A0, 0, + 16,0, +Vo,0,
Einsetzen in ® liefert

o, =A06,0 +ué,0,.€, +v0,0,€, =A0,&,, +UE, +VE,

pquq kg™ pq kp™ pq

Da Spannungs- und Verzerrungstensor sym. sind, ergibt sich, dass
Oy = A0 €, +(U+V)E,

Mit in der Technik Ublichen Konstantenbezeichnungen G undm , die mit A, u,v wie

folgt zusammenhangen

AG=u+v, ﬂzﬁ, m>2
m—2

Damit folgt das Hooksche-Dehnungsgesetz

Tensoranalysis

M sei eine offene Teilmenge des R*. Eine Abb. F von M in der Menge der Tensoren
n-ter Stufe bezeichnen wir als Tensorfeld.

Wir beschreiben das Tensorfeld durch
I'=F(x), xeM
oder mit Hilfe eines Reprasentanten? = (¢, ,),, F(x) = (fi,-...k (x))Bauch durchT = F(x)
in Komponenten¢; , = 1, ,(x)
Die Ableitung der ¢, , = f, ,(x)nachx=¢ b,
B = (b,b,b,) werden folgendermalien symbolisiert
atij...k (x) iy aztij.“k (%) .y
agp *Yijk,p? agpagq * Yij.k,pq

usw.

Satz: Es seiF ein stetig diffb. Tensorfeld n-ter Stufe auf einer offenen
Menge M c R*, beschrieben durchz; , = £, , (x) mitx :él_yi, B =(bb,b,)

Dann bilden die Schemata der partiellen Ableitung
(tyssP)s s jrsk,pe {123}
einen Tensor (n+1)-Stufe

Fundamentalsatz der Feldtheorie:
Durch p - malige Differentation eines Tensors wird dessen Stuffe um p erhdht.
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